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6 класс 
 

             Решения, указания, ответы и критерии оценивания 
 

1. Коробейник Василий купил на оптовом рынке партию ручек и 
предлагает покупателям либо одну ручку за 5 рублей, либо три 
ручки за 10 рублей. От каждого покупателя Василий получает 
одинаковую прибыль. Какова оптовая цена ручки? Ответ дайте в 
рублях.  
Решение. Пусть стоимость ручки – х руб. Из уравнения 

xx 3105 −=−  находим х=2,5. 
          Ответ: 2,5 
          Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 

арифметическая ошибка – 15 баллов. 
           
2. Стадо молодняка состоит из бычков и тёлочек. Тёлочек в стаде 55% 

от его общей численности, а их общий вес составляет 45% общего 
веса стада. Во сколько раз средний вес бычка больше среднего веса 
тёлочки?    
Решение.    Пусть в стаде всего х голов скота, а его общий вес – у кг. 
Тогда средний вес тёлочки равен 
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тёлочки.                                                                                                   
Ответ: 
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          Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 
арифметическая ошибка – 15 баллов. 
 

3. Отрезок, равный 42 см, разделён на три (не обязательно равных) 
отрезка. Расстояние между серединами крайних отрезков равно 26 
см. Найдите длину среднего отрезка.  
Решение.   Сумма половинок крайних отрезков равна 42 – 26=16 см.  
Значит, сумма длин крайних отрезков в два раза больше – 32 см. 
Тогда длина среднего отрезка – 10 см. 
Ответ: 10 
Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. 



4. Проезжал по лесной дороге Иван-царевич, встретил медведя, волка 
и лису. Медведь всегда говорит правду, лиса всегда лжет, а волк 
чередует правду и ложь, всегда начиная с правды. Звери сказали 
Ивану-царевичу по 2 предложения: 

                1-й: «Ты коня спасешь». «Но сам погибнешь».  
                 2-й: «Ты целым и невредимым останешься». «И коня спасешь». 
                3-й: «Ты цел останешься». «А вот коня потеряешь». 

Какие ответы, какому зверю принадлежат?  
Решение.   Первый и третий звери утверждают противоположное, 
это означает, что один из них лиса, другой – медведь. Тогда второй 
зверь это волк. Его первое утверждение – правда, следовательно, 
первый зверь – лиса, третий – медведь.  

          Ответ: лиса, волк, медведь 
Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. 

 
5. В пруд запустили 30 щук, которые постепенно поедали друг друга. 

Щука считается сытой, если она съела трёх щук (сытых или 
голодных). Каково наибольшее число щук, которые могут 
насытиться?  

          Решение.   Если, например, 7 щук насытятся, съев каждая по три 
голодных щуки, то останутся ещё две голодные, которые насытятся, 
съев каждая, по три ранее насытившиеся щуки. Итак, общее 
количество насытившихся щук равно 9. Покажем, что 9 – 
наибольшее количество насытившихся щук. Пусть k – число 
оставшихся щук, n – число насытившихся, тогда 3n – число 
проглоченных щук, поэтому k+3n=30. Отсюда, k кратно 3. Пусть 
k=3m, тогда m+n=10. Так как заведомо останутся не съеденные 
щуки, то m≥1, а наибольшее значение n = 9. 

               Ответ: 9 
Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. Если ответ 
правильный, но не доказано, что это наибольшее возможное 
значение, то ставить – 10 баллов. 
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1. Найдите значение выражения abba 1233 ++ , если известно, что 
4=+ ba .  

          Решение.   Имеем, 
=++−=++−+=++ abbabaabbababaabba 12)(412))((12 222233

.64164)(4844 222 =⋅=+=++= baabba  
          Ответ: 64 

     Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 
арифметическая ошибка – 15 баллов. 

 
2. Рабочий копал яму. На вопрос прохожего, какой глубины будет яма, 

рабочий ответил: «Мой рост 180 см. Когда я вырою яму до конца, то 
макушка моей головы будет на столько ниже уровня земли, на сколько 
сейчас, когда я уже вырыл половину, она находится выше её уровня». 
Какой глубины будет яма? Ответ запишите в см.  

     Решение.  Пусть яма имеет глубину x см. Тогда xx ⋅−=− 5,0180180 , 
откуда х=240. 

          Ответ: 240 
     Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 

арифметическая ошибка – 15 баллов. 
 
3. В треугольнике АВС: АС=ВС, AD – медиана. Разность периметров 

треугольников АСD и  ADВ равна 2 м, АВ=8 м. Найдите АС.  
          Ответ: 10 

     Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 
арифметическая ошибка – 15 баллов. 

 
4. В числе 1234567, записанном на доске, Вася стёр три цифры и получил 

число, кратное 8 и 9. Какое число записано теперь на доске? 
          Указание. Число находим перебором, используя признаки делимости 

на 8 и 9.                                                                                                            
Ответ: 3456 

          Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. 
 



5. Маша и Даша купили по одинаковой коробке чая в пакетиках. 
Известно, что одного пакетика хватает на две или три чашки чая. Маше 
коробки хватило только на 41 чашку чая, а Даше – на 58 чашек. 
Сколько пакетиков было в коробке?   

          Решение.     Пусть n – количество пакетиков чая в коробке. Маша m 
пакетиков использовала два раза, (n – m) пакетиков – три раза. Тогда 

41)(32 =−+ mnm , или 413 −= nm . Даша d пакетиков использовала 
два раза, (n – d) пакетиков – три раза. Тогда  58)(32 =−+ dnd , или   

583 −= nd . Так как 0≥d , то 20≥n . Так как  nm ≤ , то 20≤n . 
Получаем, что 20=n .                                                                        

          Ответ: 20 
Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. Если ответ 
правильный, но не построена оценка для n, то ставить – 10 баллов. 
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1. Разделите число 125 на четыре части так, чтобы первая часть 
относилась ко второй, как 2:3, вторая к третьей, как 3:5, а третья к 
четвёртой, как 5:6. В ответе запишите самую маленькую часть.  

          Ответ: 15,625 
     Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 

арифметическая ошибка – 15 баллов. 
 
2. Дан прямоугольный треугольник с катетами 2 и 3 см. Найдите площадь 

квадрата, вписанного в этот треугольник (вершина квадрата совпадает 
с вершиной прямого угла треугольника).  

          Указание.  Уравнение относительно стороны квадрата получаем, 
используя подобие двух прямоугольных треугольников, у которых, 
гипотенузы образуют гипотенузу исходного треугольника.            
Ответ: 1,44 

          Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. 
 
3. По дороге на Новогодний праздник несколько мальчиков помогли 

Деду Морозу донести подарки. Каждый из мальчиков донёс по три 
подарка, а остальные 107 подарков Дед Мороз сам довёз на санях. Все 
эти подарки Дед Мороз разделил поровну между всеми этими 
мальчиками и 19 девочками. Сколько было мальчиков, если известно, 
что их на празднике было меньше, чем девочек? 

          Решение.  Отдадим из 107 подарков, привезённых Дедом Морозом, 57 
подарков девочкам – по три каждой. Тогда у всех детей будет по три 
подарка. Оставшиеся 50 подарков поделим поровну между всеми 
детьми. Общее число детей – делитель 50. Так как девочек – 19, то 
общее число детей либо 50, либо 25. Известно, что мальчиков меньше, 
чем девочек, значит всего детей 25 человек, а мальчиков – 6. 

          Ответ: 6 
          Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. 
 
 
 



4. В первый день ювелир продал 20% всего золота и ещё 2 кг. Во второй 
день он продал 50% остатка и ещё 1 кг. На третий день он продал 25% 
остатка и ещё 3 кг. В итоге у него осталось 18 кг золота. Сколько 
золота было у него изначально?     

          Решение.  Начнём с конца. У ювелира после продажи 25% остатка был 
21 кг золота, следовательно, на второй день было 28 кг. 29 кг – это 
остаток после продажи 50% золота, следовательно, после первого дня у 
него оставалось 58 кг. 60 кг – остаток после продажи 20% золота, 
следовательно, у ювелира изначально было 75 кг золота.             
Ответ: 75 

     Оценивание. За правильное решение – 20 баллов, если есть 
арифметическая ошибка – 15 баллов. 

 
5. Найдите все пары целых чисел, для которых выполняется равенство  
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          Решение.  Преобразуем уравнение к виду 72)35( =+ yx . Разбивая 72 
на целые множители, получаем возможные варианты: 
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    Ответ: (9,1); (– 72, – 2); (36, – 1) 
         Оценивание. За правильное решение – 20 баллов. Если найдена 

правильно только одна пара – 10 баллов, найдены две пары – 15 
баллов. 
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1. Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà îäèí íàïðîòèâ äðóãîãî ñòîÿò äâà
äèâàíà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïî ÷åòûðå ìåñòà. Èç âîñüìè ïàññàæèðîâ
òðîå æåëàþò ñèäåòü ëèöîì â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïîåçäà, à äâîå � ñïè-
íîé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû, ñ ó÷¼òîì èõ
ïîæåëàíèé?

Îòâåò: 1728.
Ðåøåíèå. Ïóñòü A, B è C õîòÿò ñìîòðåòü âïåð¼ä ïî õîäó äâèæåíèÿ

ïîåçäà, ó D è E � ¾ïðîòèâîëîæíîå¿ æåëàíèå, à F , G è H � âñ¼ ðàâíî, êàê
ñèäåòü. Òîãäà A âûáèðàåò ìåñòî 4 ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ó B � 3 âàðèàíòà.
Äàëåå óêàçûâàåì äëÿ êàæäîãî ïàññàæèðà ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ìåñòî, â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðåäøåñòâóþùèå ïàññàæèðû óæå çàíÿëè ñâîè ìåñòà:
C � 2, D � 4, E � 3, F � 3, G � 2, H � 1. Âñåãî, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ,
ïîëó÷àåì 4 · 3 · 2 · 4 · 3 · 3 · 2 · 1 = 1728 ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ ïàññàæèðîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á. Õîä ðåøåíèÿ âåðíûé, íî
îøèáêè ïðè óìíîæåíèè � 15 á.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x2 − 2x+ 3)2 = x3 + 9.
Îòâåò: 0; 3.
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå, âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé ðàç-

íîñòè êâàäðàòîâ:

(x2 − 2x+ 3)2 − 32 = x3; (x2 − 2x)(x2 − 2x+ 6) = x3.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî 0 � êîðåíü óðàâíåíèÿ. Íàéä¼ì îñòàëüíûå êîðíè:

(x− 2)(x2 − 2x+ 6) = x2; x3 − 5x2 + 10x− 12 = 0.

Ïåðåáîðîì íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà íàõîäèì êîðåíü 3,
ïîñëå ÷åãî îáíàðóæèâàåì, ÷òî x3 − 5x2 + 10x − 12 = (x − 3)(x2 − 2x + 4),
îòêóäà âèäíî, ÷òî äðóãèõ êîðíåé íåò.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á. Åñëè íàéäåí òîëüêî êîðåíü 0,
òî 4 á. Åñëè ïîòåðÿí êîðåíü 0, 10 á.



3. Â êâàäðàòå ABCD ïðîâåäåíû îòðåçêè CE è CF , ãäå E � ñåðåäèíà
AB, F � ñåðåäèíà AD. Äîêàæèòå, ÷òî CE è CF äåëÿò îòðåçîê BD íà òðè
ðàâíûå ÷àñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî îòðåçîê CE äåëèò äèàãîíàëü BD â
îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû B. Ïóñòü K = BD ∩ EC, T � ñåðå-
äèíà CD, L = BD ∩ AT . Òðåóãîëüíèêè ATD è CEB � ðàâíûå (ïî äâóì
êàòåòàì). Îòñþäà ∠TAD = ∠ECB è EC ∥ AT . Çíà÷èò, EK � ñðåäíÿÿ
ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå ABL, à LT � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå KDC.
Ïîýòîìó BK = KL = LD è BK = 1

3
BD. Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

îòðåçîê CF äåëèò äèàãîíàëü BD â îòíîøåíèè 1 : 2, ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû D.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàâàåìîé íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
Oxy íåðàâåíñòâîì |x|+ |y|+ |x+ y| 6 2.

Îòâåò: 3.
Óêàçàíèå. Ïðÿìûå x = 0, y = 0 è x + y = 0 ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà

6 ÷àñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ âñå òðè ìîäóëÿ â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
ðàñêðûâàþòñÿ åäèíîîáðàçíî. Ôèãóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øåñòèóãîëüíèê,
ïëîùàäü êîòîðîãî ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ïðè êîòîðîì ÷èñëî
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) äåëèòñÿ íà 2000.

Îòâåò: 125.
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëî 2000 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè: 2000 = 24 ·53.

Èç ïÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë ðîâíî îäíî äåëèòñÿ íà 5. Â íàøåì ñëó÷àå
ýòî ÷èñëî äîëæíî äåëèòüñÿ íà 53. Çíà÷èò, n + 3 > 125. Ëåãêî óáåäèòüñÿ
â òîì, ÷òî ïðè n = 122, 123, 124 íàøå ÷èñëî íå áóäåò äåëèòñÿ íà 24, à ïðè
n = 125 � áóäåò.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.
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1. Òðîå ïåíñèîíåðîâ â ïàðêå íà ëàâî÷êå èãðàþò â øàõìàòû, ïðè÷¼ì
èãðîê, ïðîèãðàâøèé î÷åðåäíóþ ïàðòèþ, óñòóïàåò ìåñòî èãðîêó, íå ó÷àñò-
âîâàâøåìó â íåé. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî ïåðâûé èãðîê ñûãðàë 6 ïàðòèé, à
âòîðîé � 13. Ñêîëüêî ïàðòèé ñûãðàë òðåòèé èãðîê? (Ñ÷èòàòü, ÷òî âíè÷üþ
ïàðòèè íå çàêàí÷èâàþòñÿ).

Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Âñåãî ïàðòèé áûëî íå ìåíåå 13. Â êàæäîé ïàðå ñîñåäíèõ

ïàðòèé ïåðâé èãðîê ïðèíèìàë ó÷àñòèå; ïîñêîëüêó îí ñûãðàë 6 ïàðòèé,
ïàðòèé áûëî íå áîëüøå 13. Ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðòèé
áûëî ðîâíî 13. Â êàæäîé èç íèõ èãðàë âòîðîé èãðîê, â øåñòè � ïåðâûé, â
îñòàâøèõñÿ ñåìè � òðåòèé.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

2. Íàéäèòå ñóììó

(22 + 42 + 62 + . . .+ 1002)− (12 + 32 + 52 + . . .+ 992).

Îòâåò: 5050.
Ðåøåíèå. Ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

(22 − 12) + (42 − 32) + (62 − 52) + . . .+ (1002 − 992) =

= 3 + 7 + 11 + . . .+ 199 =
3 + 199

2
· 50 = 5050.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

3. Íàéäèòå f(3), åñëè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f

(
x+ 1

2x− 1

)
=

x+ 3

x− 1
.

Îòâåò: −19.



Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì t =
x+ 1

2x− 1
. Òîãäà x =

t+ 1

2t− 1
è
x+ 3

x− 1
=

7t− 2

−t+ 2
.

Çíà÷èò, f(t) =
7t− 2

−t+ 2
è f(3) = −19.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x4 − x|+ |x3 − x2| 6 |x4 − x3 + x2 − x|.
Îòâåò: (−∞; 0] ∪ {1}.
Ðåøåíèå. |a| + |b| 6 |a − b| ⇐⇒ |ab| 6 −ab ⇐⇒ ab 6 0. Ïîëîæèâ

a = x4−x è b = x3−x2, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (x4−x)(x3−x2) 6 0, êîòîðîå
ðåøàåòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AD è BE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà DOEC, åñëè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà
ABC ðàâíà 105, à AC : AB : BC = 4 : 3 : 2.

Îòâåò: 32.
Óêàçàíèå. Åñëè ðàçìåñòèòü â âåðùèíàõ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî ìàñ-

ñû 2, 4 è 3, òî èõ öåíòð ìàññ áóäåò â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ. Îòñþäà
AO
OD

= 7
2
. Ïîýòîìó AO

AD
= 7

9
. Êðîìå òîãî, AE

AC
= 3

5
. Îòñþäà SAOE = 7

9
· 3
5
SADC =

7
15
SADC , à SDOEC = 8

15
SADC . Â ñâîþ î÷åðåäü, SADC = 4

7
SABC . Òàêèì îáðà-

çîì, SDOEC = 32
105

SABC .
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé òóð
2014�2015

Ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

11 êëàññ

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé{
x4 − y4 = 15;
x3y − y3x = 6.

Îòâåò: (2; 1), (−2;−1).

Óêàçàíèå. Ïîäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì x2+y2

xy
= 5

2
.

Îòñþäà x = 2y èëè y = 2x. Íî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî |x| > |y|.
Ñëåäîâàòåëüíî, x = 2y.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á. Ïîòåðÿíî îäíî èç ðåøåíèé
� 10 á.

2. Âû÷èñëèòå ñóììó

1√
1 +

√
2
+

1√
2 +

√
3
+

1√
3 +

√
4
+ . . .+

1√
99 +

√
100

.

Îòâåò: 9.
Óêàçàíèå. Íóæíî ïðîñóììèðîâàòü ðàâåíñòâà 1√

k+
√
k+1

=
√
k + 1−

√
k

äëÿ k = 1, 2, . . . , 99.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos 2x− cos x+ 1√
2 sin x−

√
3

= 0.

Îòâåò: x = π
2
+ 2πk, k ∈ Z.

4. Ïóñòüm� êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíÿÿ öèôðà
ìåíüøå êðàéíèõ, à n � êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñðåäíÿÿ
öèôðà áîëüøå êðàéíèõ. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü m− n?

Îòâåò: 45.
Óêàçàíèå. Åñëè ñðåäíÿÿ öèôðà k, òî ÷èñåë ïåðâîãî âèäà (9 − k)2, à

âòîðîãî (k − 1)k.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á. Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé,
íî åñòü àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, ìèíóñ 5�10 áàëëîâ.

5. Â êóá ñ ðåáðîì 2 âïèñàí øàð. ×åðåç òðè âåðøèíû êóáà, èìåþùèå
îáùóþ ñìåæíóþ âåðøèíó, ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ
øàðà ýòîé ïëîñêîñòüþ.

Îòâåò:
2π

3
.

Óêàçàíèå. Åñëè O � öåíòð øàðà, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè
êóáà è óêàçàííîé ïëîñêîñòè, òî OK ñîñòàâëÿåò îäíó øåñòóþ äèàãîíàëè
êóáà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 á.



Олимпиада школьников 

«Звезда - Таланты на службе обороны и безопасности» 

по математике 

Решения и критерии оценивания 

1 марта 2015 

6 класс 

 

1. Вычислите 
142015201520162015201520152015201520

2015
2

 

Ответ: 2015. 

Решение.   Обозначим 201520152015=a, тогда в знаменателе имеем 

)1)(1(2 aaa , что тождественно равно 1. 

Оценивание.   За верное решение 14 баллов. Если честно посчитал, 

приводя все выкладки, балл не снижать. За ответ без обоснования и 

вычислений – 0 баллов. 

 

2. Ученики 9 класса физико-математического лицея могут на выбор 

сдавать ОГЭ по физике или информатике. Каждый ученик должен 

выбрать хотя бы один предмет. В 2014 году экзамен по физике 

сдавали 65% девятиклассников, по информатике – 60%. Сколько 

процентов учеников сдавали и физику, и информатику?  

Ответ:  25%. 

Решение.   Физику не сдавали 35%, а информатику 40%, и это разные 

люди, поскольку не было тех, кто не сдавал оба предмета. Значит, 

оставшиеся 25% учеников сдавали оба предмета. 

Оценивание.   За верное решение 14 баллов. 

 

3. Когда Вася по пути из дома в школу считал ворон, то насчитал их 21. 

Сколько времени считал ворон Вася, если оно выражается целым 

числом минут, а в каждую следующую минуту Вася замечал на одну 

ворону больше, чем в предыдущую? Найдите все возможные 

варианты.  

Ответ:  1, 2, 3, 6 минут 

Решение.   Если в первую минуту Вася увидел ровно 1 ворону, то он 

считал ворон 6 минут, так как 1+2+3+4+5+6=21. Значит, Вася считал 

ворон не более 6 минут. Осуществляем перебор по количеству минут. 

Если Вася считал ворон 5 минут, и в первую минуту насчитал x 

ворон, то получаем уравнение 5x+10=21, которое не имеет решений в 

целых числах. Аналогично, для 4 минут: 4x+7=21. Случаи 3 минут, 2 

и 1 минуты, очевидно, подходят. 

Оценивание.   За правильное решение – 16 баллов. За потерю одного 

из решений минус 4 балла. 



4. 25 декабря Васин средний балл по математике за вторую четверть 

был равен ровно 2,2. Какое наименьшее количество пятёрок  по 

математике должен успеть получить Вася до Нового Года, чтобы его 

средний балл стал выше 4,5? Считайте, что оценок у Васи было 

меньше 10, и других оценок, кроме пятёрок, Вася больше получать не 

будет.  

Ответ: 24. 

Решение.   Пусть S – сумма всех Васиных текущих оценок, n – 

количество оценок. Тогда S=2,2n или nS
5

11
. Так как S – целое 

число, то n кратно 5, но по условию n<10, следовательно, n=5.  

Пусть Вася получит к пятёрок, тогда должно быть 11+5к>4,5(5+ к), 

что равносильно неравенству к>23. Значит, к 24. 

Оценивание. За верное решение 18 баллов.  

5. Решите в  натуральных числах уравнение 
3

7

2

2

z
y

x .  

Ответ: (1;1;4), (2;4;1), (2;5;2). 

Решение.   Так как 0
2

2

z
y

 и x , то x=1 или x=2. Если x=1, то 

2

32

z
y , и, следовательно, y=1, z=4. Если x=2, то 

3

1

2

2

z
y

, 6
2

z
y .  

Так как y , то z=1 или z=2, следовательно, соответственно,  y=4 

или  y=5.  

Оценивание. За верное решение  18 баллов. За потерю одного из 

решений  минус 4 балла. 

6. Имеется 7 фигурок, изображённых на рисунке, каждая из которых 

составлена из четырёх единичных квадратиков. 

                       
       Можно ли ими замостить прямоугольник размером 4 7? (Фигурки 

можно поворачивать).  

       Ответ:   нельзя. 



       Решение.   Разобьём прямоугольник 4 7 на единичные клетки, и 

раскрасим их в шахматном порядке. Шесть из семи фигурок покроют 

по две чёрные и две белые клетки, а седьмая (т-образная) – три клетки 

одного цвета и одну другого. Таким образом, если бы удалось разбить 

прямоугольник на указанные 7 фигурок, то оказалось бы, что они 

покрывают разное количество белых и чёрных клеток, а  их должно 

быть поровну! Полученное противоречие показывает, что требуемое 

разбиение невозможно. 

Оценивание. За верное решение  20 баллов. 



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

7 êëàññ

1. Ñðåäíèé ðîñò 6 âîëåéáîëèñòîâ 195 ñì. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî èç íèõ ìîæåò èìåòü ðîñò áîëüøå 199 ñì?

Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Åñëè âñå 6 âîëåéáîëèñòîâ âûøå 199 ñì, òî è èõ ñðåä-

íèé ðîñò áóäåò áîëüøå 199 ñì. À âîò ïÿòåðî ìîãóò áûòü âûøå 199
ñì, åñëè øåñòîé èãðîê äîñòàòî÷íî íåâûñîê. Íàïðèìåð, åãî ðîñò
170 ñì, à âñå îñòàëüíûå èìåþò ðîñò 200 ñì.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
2. Ó÷åíèêè 9 êëàññà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ëèöåÿ ìîãóò íà

âûáîð ñäàâàòü ÎÃÝ ïî ôèçèêå èëè èíôîðìàòèêå. Êàæäûé ó÷å-
íèê äîëæåí âûáðàòü õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò. Â 2014 ãîäó ýêçàìåí
ïî ôèçèêå ñäàâàëè 65% äåâÿòèêëàññíèêîâ, ïî èíôîðìàòèêå 60%.
Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè è ôèçèêó, è èíôîðìàòèêó?

Îòâåò: 25%.
Ðåøåíèå. Ôèçèêó íå ñäàâàëè 35%, à èíôîðìàòèêó 40%, è ýòî

ðàçíûå ëþäè, ïîñêîëüêó íå áûëî òåõ, êòî íå ñäàâàë îáà ïðåäìåòà.
Çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ 25% ó÷åíèêîâ ñäàâàëè îáà ïðåäìåòà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
3. Ïðîëåòàÿ íà äðàêîíå, Ãàððè Ïîòòåð óâèäåë ïðÿìî ïîä ñî-

áîé êðûñó Ðîíà, áåãóùóþ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðîëåòåâ
ïîñëå ýòîãî ïîëìèíóòû íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, Ãàððè ñïðûãíóë ñ
äðàêîíà è îòïðàâèëñÿ â ïîãîíþ, äîãíàâ å¼ åù¼ ÷åðåç 4 ìèíóòû.
Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü Ãàððè áîëüøå ñêîðîñòè êðûñû, åñëè åãî
ñêîðîñòü â 5 ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè äðàêîíà?

Îòâåò: â 3 ðàçà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü y � ñêîðîñòü êðûñû, à x � ñêîðîñòü Ãàððè.

Ñêîðîñòü äðàêîíà 5x. Êðûñà è Ãàððè óäàëÿëèñü äðóã îò äðóãà â
òå÷åíèå 0,5 ìèí ñî ñêîðîñòüþ y + 5x, à ñáëèæàëèñü â òå÷åíèå 4
ìèí ñî ñêîðîñòüþ x− y. Îòñþäà 0,5(y+5x) = 4(x− y), 4,5y = 1,5x,
x = 3y.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 16 áàëëîâ.
4. Òîðò èìååò ôîðìó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé âåðõ-

íåå îñíîâàíèå è áîêîâûå ñòîðîíû â 2 ðàçà ìåíüøå íèæíåãî îñíî-
âàíèÿ. Êàê ðàçäåëèòü òîðò à) íà 3; á) íà 4 ðàâíûå ÷àñòè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü E � ñåðåäèíà íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè
ABCD (ðèñ. 1).



Ðèñ. 1

Òîãäà AB = BC = CD = DE = EA. ×åòûð¼õóãîëüíèê EBCD
� ïàðàëëåëîãðàìì (òàê êàê ED = BC è ED ∥ BC). Ïîýòîìó
BE = CD. Àíàëîãè÷íî AB = EC. Òàêèì îáðàçîì, ABE, BCE,
CDE � ðàâíûå òðåóãîëüíèêè (âñå èõ ñòîðîíû ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé). Ïîëó÷èëè ïðèìåð ðàçáèåíèÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

Ðàçîáü¼ì òåïåðü êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ ABE, BCE, CDE
ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà 4 ðàâíûå ÷àñòè. Ïîëó÷èì 12 ðàâíûõ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â 4 ðàâíûõ òðà-
ïåöèè (ñì. ðèñ. 1).

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ 18 áàëëîâ. Çà
ðàçáèåíèå íà 3 ðàâíûå ÷àñòè: ñ îáîñíîâàíèåì 5 áàëëîâ, áåç îáîñ-
íîâàíèÿ 3 áàëëà. Çà ðàçáèåíèå íà 4 ðàâíûå ÷àñòè: ñ îáîñíîâàíèåì
13 áàëëîâ, áåç îáîñíîâàíèÿ 10 áàëëîâ.

5. Èìååòñÿ 7 ôèãóðîê, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç ÷åòûð¼õ åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ.

Ìîæíî ëè èìè çàìîñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 4×7? (Ôèãóð-
êè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü).

Îòâåò: íåëüçÿ.
Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì ïðÿìîóãîëüíèê 4× 7 íà åäèíè÷íûå êëåò-

êè, è ðàñêðàñèì èõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Øåñòü èç 7 ôèãóðîê ïî-
êðîþò ïî äâå ÷¼ðíûå è äâå áåëûå êëåòêè, à ñåäüìàÿ (ò-îáðàçíàÿ)
� òðè êëåòêè îäíîãî öâåòà è îäíó äðóãîãî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
áû óäàëîñü ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê íà óêàçàííûå 7 ôèãóðîê, òî
îêàçàëîñü áû, ÷òî îíè ïîêðûâàþò ðàçíîå êîëè÷åñòâî áåëûõ è ÷¼ð-
íûõ êëåòîê, â òî âðåìÿ êàê èõ ïîðîâíó! Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáóåìîå ðàçáèåíèå íåâîçìîæíî.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 áàëëîâ.
6. Èìååòñÿ äâå êó÷êè ñïè÷åê: â ïåðâîé � 61, âî âòîðîé � 60.

Èãðàþò äâîå, õîäÿò ïîî÷åð¼äíî. Çà îäèí õîä èãðîê äîëæåí óìåíü-
øèòü ÷èñëî ñïè÷åê â îäíîé èç êó÷åê òàê, ÷òîáû ÷èñëî îñòàâøèõñÿ



â íåé íå áûëî äåëèòåëåì ÷èñëà ñïè÷åê â äðóãîé êó÷êå è íå äåëè-
ëîñü íà íåãî. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü î÷åðåäíîé
õîä. Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå: íà÷èíàþùèé èëè åãî
ïàðòí¼ð?

Îòâåò: âûèãðûâàåò âòîðîé.
Ðåøåíèå. Ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà: ïîñëå ñâîåãî õîäà îñòàâ-

ëÿòü ïàðó âèäà {2k, 2k + 1}. ßñíî, ÷òî ïîñëå õîäà ïåðâîãî èãðîêà
áóäåò ïàðà èíîãî âèäà {x, y}. Ïóñòü x < y. Åñëè x � ÷¼òíîå, òî
âòîðîé èãðîê äàëåå îñòàâèò ïàðó {x, x + 1}. Åñëè æå x � íå÷¼ò-
íîå, òî � {x − 1, x}. Â êîíöå êîíöîâ ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà
îñòàíåòñÿ ïàðà {2, 3}, è ó ñîïåðíèêà íå áóäåò äîïóñòèìîãî õîäà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 20 áàëëîâ.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

8 êëàññ

1. Ó÷åíèêè 9 êëàññà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ëèöåÿ ìîãóò íà
âûáîð ñäàâàòü ÎÃÝ ïî ôèçèêå èëè èíôîðìàòèêå. Êàæäûé ó÷å-
íèê äîëæåí âûáðàòü õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò. Â 2014 ãîäó ýêçàìåí
ïî ôèçèêå ñäàâàëè 65% äåâÿòèêëàññíèêîâ, ïî èíôîðìàòèêå 60%.
Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè è ôèçèêó, è èíôîðìàòèêó?

Îòâåò: 25%.
Ðåøåíèå. Ôèçèêó íå ñäàâàëè 35%, à èíôîðìàòèêó 40%, è ýòî

ðàçíûå ëþäè, ïîñêîëüêó íå áûëî òåõ, êòî íå ñäàâàë îáà ïðåäìåòà.
Çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ 25% ó÷åíèêîâ ñäàâàëè îáà ïðåäìåòà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Ïðîëåòàÿ íà äðàêîíå, Ãàððè Ïîòòåð óâèäåë ïðÿìî ïîä ñî-

áîé êðûñó Ðîíà, áåãóùóþ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðîëåòåâ
ïîñëå ýòîãî ïîëìèíóòû íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, Ãàððè ñïðûãíóë ñ
äðàêîíà è îòïðàâèëñÿ â ïîãîíþ, äîãíàâ å¼ åù¼ ÷åðåç 4 ìèíóòû.
Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü Ãàððè áîëüøå ñêîðîñòè êðûñû, åñëè åãî
ñêîðîñòü â 5 ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè äðàêîíà?

Îòâåò: â 3 ðàçà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü y � ñêîðîñòü êðûñû, à x � ñêîðîñòü Ãàððè.

Ñêîðîñòü äðàêîíà 5x. Êðûñà è Ãàððè óäàëÿëèñü äðóã îò äðóãà â
òå÷åíèå 0,5 ìèí ñî ñêîðîñòüþ y + 5x, à ñáëèæàëèñü â òå÷åíèå 4
ìèí ñî ñêîðîñòüþ x− y. Îòñþäà 0,5(y+5x) = 4(x− y), 4,5y = 1,5x,
x = 3y.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 16 áàëëîâ.
3. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è abc = 1. Äîêàæèòå,

÷òî
1 + a

1 + a+ ab
+

1 + b

1 + b+ bc
+

1 + c

1 + c+ ca
= 2.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âòîðóþ è òðåòüþ äðîáü, óìíîæèâ ÷èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü âòîðîé íà a, à òðåòüåé íà ab.

1 + b

1 + b+ bc
=

a+ ab

a+ ab+ abc
=

a+ ab

a+ ab+ 1
;

1 + c

1 + c+ ca
=

ab+ abc

ab+ abc+ abca
=

ab+ 1

ab+ 1 + a
.

Òåïåðü ó âñåõ òð¼õ äðîáåé îäèíàêîâûé çíàìåíàòåëü, è èõ ëåãêî
ñëîæèòü.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 16 áàëëîâ. Åñëè òîæäåñòâî
ïðîâåðåíî òîëüêî äëÿ êàêèõ-òî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, 0 áàëëîâ.

4. Òîðò èìååò ôîðìó ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé âåðõ-
íåå îñíîâàíèå è áîêîâûå ñòîðîíû â 2 ðàçà ìåíüøå íèæíåãî îñíî-
âàíèÿ. Êàê ðàçäåëèòü òîðò à) íà 3; á) íà 4 ðàâíûå ÷àñòè?

Ðåøåíèå. Ïóñòü E � ñåðåäèíà íèæíåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè
ABCD (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1

Òîãäà AB = BC = CD = DE = EA. ×åòûð¼õóãîëüíèê EBCD
� ïàðàëëåëîãðàìì (òàê êàê ED = BC è ED ∥ BC). Ïîýòîìó
BE = CD. Àíàëîãè÷íî AB = EC. Òàêèì îáðàçîì, ABE, BCE,
CDE � ðàâíûå òðåóãîëüíèêè (âñå èõ ñòîðîíû ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé). Ïîëó÷èëè ïðèìåð ðàçáèåíèÿ íà 3 ðàâíûå ÷àñòè.

Ðàçîáü¼ì òåïåðü êàæäûé èç òðåóãîëüíèêîâ ABE, BCE, CDE
ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà 4 ðàâíûå ÷àñòè. Ïîëó÷èì 12 ðàâíûõ ïðà-
âèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â 4 ðàâíûõ òðà-
ïåöèè (ñì. ðèñ. 1).

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå îáîèõ ïóíêòîâ 18 áàëëîâ. Çà
ðàçáèåíèå íà 3 ðàâíûå ÷àñòè: ñ îáîñíîâàíèåì 5 áàëëîâ, áåç îáîñ-
íîâàíèÿ 3 áàëëà. Çà ðàçáèåíèå íà 4 ðàâíûå ÷àñòè: ñ îáîñíîâàíèåì
13 áàëëîâ, áåç îáîñíîâàíèÿ 10 áàëëîâ.

5. Èìååòñÿ 7 ôèãóðîê, èçîáðàæ¼ííûõ íà ðèñóíêå, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç ÷åòûð¼õ åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ.

Ìîæíî ëè èìè çàìîñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðîì 4×7? (Ôèãóð-
êè ìîæíî ïîâîðà÷èâàòü).

Îòâåò: íåëüçÿ.
Ðåøåíèå. Ðàçîáü¼ì ïðÿìîóãîëüíèê 4× 7 íà åäèíè÷íûå êëåò-

êè, è ðàñêðàñèì èõ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Øåñòü èç 7 ôèãóðîê ïî-
êðîþò ïî äâå ÷¼ðíûå è äâå áåëûå êëåòêè, à ñåäüìàÿ (ò-îáðàçíàÿ)



� òðè êëåòêè îäíîãî öâåòà è îäíó äðóãîãî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
áû óäàëîñü ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê íà óêàçàííûå 7 ôèãóðîê, òî
îêàçàëîñü áû, ÷òî îíè ïîêðûâàþò ðàçíîå êîëè÷åñòâî áåëûõ è ÷¼ð-
íûõ êëåòîê, â òî âðåìÿ êàê èõ ïîðîâíó! Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî òðåáóåìîå ðàçáèåíèå íåâîçìîæíî.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 18 áàëëîâ.
6. Â êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî öâåòîâ ìîæíî ïîêðàñèòü íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà, ÷òîáû ÷èñëà, ðàçíîñòü êîòîðûõ � ïðîñòîå ÷èñëî,
áûëè ðàçíîãî öâåòà?

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. ×èñëà 1, 3, 6 è 8 äîëæíû áûòü ðàçíîãî

öâåòà, ïîñêîëüêó èõ ïîïàðíûå ðàçíîñòè � ïðîñòûå ÷èñëà. Çíà÷èò,
ðàçíûõ öâåòîâ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ÷åòûð¼õ.

Ïðèìåð. Ìîæíî ðàçáèòü N íà 4 ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ 4, è
÷ëåíû êàæäîé ïðîãðåññèè ïîêðàñèòü ñâîèì öâåòîì.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 20 áàëëîâ. Åñëè åñòü òîëüêî
îöåíêà � 10 áàëëîâ. Åñëè åñòü òîëüêî ïðèìåð ïîêðàñêè â 4 öâåòà
� 10 áàëëîâ.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

9 êëàññ

1. Ó÷åíèêè 9 êëàññà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ëèöåÿ ìîãóò íà
âûáîð ñäàâàòü ÎÃÝ ïî ôèçèêå èëè èíôîðìàòèêå. Êàæäûé ó÷å-
íèê äîëæåí âûáðàòü õîòÿ áû îäèí ïðåäìåò. Â 2014 ãîäó ýêçàìåí
ïî ôèçèêå ñäàâàëè 65% äåâÿòèêëàññíèêîâ, ïî èíôîðìàòèêå 60%.
Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè è ôèçèêó, è èíôîðìàòèêó?

Îòâåò: 25%.
Ðåøåíèå. Ôèçèêó íå ñäàâàëè 35%, à èíôîðìàòèêó 40%, è ýòî

ðàçíûå ëþäè, ïîñêîëüêó íå áûëî òåõ, êòî íå ñäàâàë îáà ïðåäìåòà.
Çíà÷èò, îñòàâøèåñÿ 25% ó÷åíèêîâ ñäàâàëè îáà ïðåäìåòà.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Íà øêîëüíîé äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 0, 1, 2,. . . , 30. Ê äîñêå

ïî î÷åðåäè ïî îäíîìó ðàçó ïîäõîäÿò 30 ó÷åíèêîâ. Êàæäûé èç íèõ
âûáèðàåò êàêèå-òî äâà ÷èñëà x è y, ñòèðàåò èõ, è çàïèñûâàåò ÷èñëî,
âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå x+y+|x−y|

2
. Êàêîå ÷èñëî ìîæåò îñòàòüñÿ íà

äîñêå?
Îòâåò: òîëüêî 30.
Ðåøåíèå. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî x+y+|x−y|

2
= max(x, y).

Çíà÷èò, ïîñëå êàæäîãî äåéñòâèÿ èç äâóõ ÷èñåë, ê êîòîðûì îíî
ïðèìåíÿåòñÿ, íà äîñêå îñòà¼òñÿ ìàêñèìàëüíîå èç íèõ. Ïîñëå ïî-
ñëåäíîãî äåéñòâèÿ íà äîñêå ìîæåò îñòàòüñÿ òîëüêî íàèáîëüøåå èç
èñõîäíûõ ÷èñåë.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
3. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è abc = 1. Äîêàæèòå,

÷òî
1 + a

1 + a+ ab
+

1 + b

1 + b+ bc
+

1 + c

1 + c+ ca
= 2.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âòîðóþ è òðåòüþ äðîáü, óìíîæèâ ÷èñ-
ëèòåëü è çíàìåíàòåëü âòîðîé íà a, à òðåòüåé íà ab.

1 + b

1 + b+ bc
=

a+ ab

a+ ab+ abc
=

a+ ab

a+ ab+ 1
;

1 + c

1 + c+ ca
=

ab+ abc

ab+ abc+ abca
=

ab+ 1

ab+ 1 + a
.

Òåïåðü ó âñåõ òð¼õ äðîáåé îäèíàêîâûé çíàìåíàòåëü, è èõ ëåãêî
ñëîæèòü.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 16 áàëëîâ. Åñëè òîæäåñòâî
ïðîâåðåíî òîëüêî äëÿ êàêèõ-òî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, 0 áàëëîâ.



4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåëè áèññåêòðèñó CK. Èçâåñòíî,
÷òî ∠BCA = 120◦. Äîêàæèòå, ÷òî 1

CK
= 1

AC
+ 1

BC
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì a = BC, b = AC, l = CK.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü íà ëó÷å AC îòëîæåíà òî÷êàD òàêàÿ,
÷òî DC = CA (ðèñ. 1). Ïîñêîëüêó BC � ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå
DBA, à ìåäèàíà äåëèò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì, èìååì

SDCB = SABC = SBCK + SKCA. (1)

Çàìåòèì, ÷òî ∠DCB = ∠BCK = ∠KCA = 60◦. Âîñïîëüçóåìñÿ òà-
êèì ôàêòîì: åñëè ó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ åñòü îáùèé (ïî âåëè÷èíå)
óãîë, òî îòíîøåíèå ïëîùàäåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøå-
íèþ ïðîèçâåäåíèé ñòîðîí, çàêëþ÷àþùèõ ýòîò óãîë. Ïîäåëèâ ÷àñòè
ðàâåícòâà (1) íà SDCB, ïîëó÷èì

1 =
SBCK

SDCB

+
SKCA

SDCB

=
al

ab
+

bl

ab
=

l

b
+

l

a
.

Îòñþäà 1
l
= 1

b
+ 1

a
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç âåðøèíó B ïðÿìóþ, ïàðàë-
ëåëüíóþ KC, äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé AC â òî÷êå E (ðèñ. 2). Çà-
ìåòèì, ÷òî ∠ECB = 60◦ (êàê âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà BCA),
à ∠EBC = ∠BCK = 60◦ (íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ). Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê BCE � ðàâíîñòîðîííèé. Èç
ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ACK è AEB èìååì

a

l
=

BE

CK
=

AE

AC
=

b+ a

b
= 1 +

a

b
.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà a
l
= 1 + a

b
íà a, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 18 áàëëîâ.
5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 + y2)(x− 2y + 2015) = 2xy.

Îòâåò: (0; 0), (−2015; 0), (2014, 2014), (−672, 672).
Ðåøåíèå. Åñëè y = 0, òî x2(x + 2015) = 0 è x = 0 èëè x =

−2015. Ïðè x = 0 íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü xy ̸= 0. Òîãäà è x− 2y + 2015 ̸= 0. Ïðè ýòîì

|(x2 + y2)(x− 2y + 15)| > x2 + y2 > 2|xy|,

à ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè |x| = |y| è x − 2y + 2015 = ±1, à
èìåííî:



• åñëè x = y, òî x− 2y + 2015 = 1, îòêóäà x = y = 2014;

• åñëè x = −y, òî x − 2y + 2015 = −1, îòêóäà 3x = −2016,
x = −672, y = 672.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 20 áàëëîâ. Åñëè ðàññìîò-
ðåí òîëüêî ñëó÷àé xy = 0, 6 áàëëîâ. Åñëè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé
xy = 0, 14 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî ïðè xy ̸= 0 |x| = |y|, íî
ïðîïóùåí ñëó÷àé x = −y, ìèíóñ 7 áàëëîâ.

6. Ïî êðóãó çàïèñàíî 100 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ
äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà êâàäðàòó ÷èñëà, ñëåäóþùåãî çà íèìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë.

Îòâåò: ñòî äâîåê.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì

ñòîÿò ÷èñëà a è b. Òîãäà a + b = M2, a 6 M , b 6 M , îòêóäà
M2 6 2M è M 6 2 (ó÷èòûâàåì, ÷òî M > 0).

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì ñòîÿò ÷èñëà
c è d. Òîãäà c + d = m2, c > m, d > m, îòêóäà m2 > 2m è m > 2
(ïîñêîëüêó m > 0).

Èòàê, íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áîëüøå 2, à íàèìåíüøåå íå ìåíü-
øå 2. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà ðàâíû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 100 äâîåê
âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 20 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-
äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 5 áàëëîâ. Åñëè ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàâíû 2, íî íå îòìå÷åíî, ÷òî 100
äâîåê äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, 18 áàëëîâ.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

10 êëàññ

1. Âûïóñêíèêè 11 êëàññà ÿçûêîâîé ãèìíàçèè ìîãóò ïî âûáîðó
ñäàâàòü ÅÃÝ ïî ñëåäóþùèì ïðåäìåòàì: îáùåñòâîçíàíèå, íåìåö-
êèé ÿçûê è àíãëèéñêèé ÿçûê. Êàæäûé ó÷åíèê äîëæåí âûáðàòü
íå ìåíåå äâóõ ïðåäìåòîâ èç òðåõ. Â 2014 ãîäó ÅÃÝ ïî íåìåöêîìó
ÿçûêó ñäàâàëè 50% âûïóñêíèêîâ ãèìíàçèè, ïî àíãëèéñêîìó 70%
è ïî îáùåñòâîçíàíèþ 90%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè
ÅÃÝ ïî âñåì òð¼ì ïðåäìåòàì?

Îòâåò: 10%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äîëÿ ó÷åíèêîâ, ñäàâàâøèõ îáùåñòâîçíàíèå è

àíãëèéñêèé ðàâíà x, îáùåñòâîçíàíèå è íåìåöêèé � y, àíãëèéñêèé è
íåìåöêèé � z, âñå ïðåäìåòû � t. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî 

y + z + t = 0,5;
x+ z + t = 0,7;
x+ y + t = 0,9;
x+ y + z + t = 1.

Åñëè èç ñóììû ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé âû÷åñòü óäâîåííîå ÷åòâ¼ð-
òîå, ïîëó÷èì t = 0,1.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 12 áàëëîâ. Åñëè ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà âåðíî, íî íå ðåøåíà, 4 áàëëà.

2. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå

(1 + tg 1◦)(1 + tg 2◦)(1 + tg 3◦) . . . (1 + tg 44◦).

Îòâåò: 222.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(1 + tgα)(1 + tg(45◦ − α)) = (1 + tgα)

(
1 +

1− tgα

1 + tgα

)
= 2.

Ìíîæèòåëè â âû÷èñëÿåìîì ïðîèçâåäåíèè ðàçáèâàþòñÿ íà 22 òàêèå
ïàðû.

Âòîðîå ðåøåíèå. Êàæäûé ìíîæèòåëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

1 + tg n◦ = tg 45◦ + tg n◦ =
sin(n◦ + 45◦)

cos 45◦ cosn◦ =
√
2
cos(45◦ − n◦)

cosn◦ .

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ âñåõ 44 ñêîáîê êîñèíóñû ñîêðàòÿòñÿ.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 áàëëîâ.
3. Èìååòñÿ òðè ïàðû îäèíàêîâûõ ïåð÷àòîê. Èç íèõ ñëó÷àéíî

âûáèðàþò ÷åòûðå ïåð÷àòêè. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ èç íèõ ìîæíî
ñîñòàâèòü äâå ïàðû ïåð÷àòîê?

Îòâåò: 0,6.
Ðåøåíèå. ×åòûðå ïåð÷àòêè îáðàçóþò äâå ïàðû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà ïàðó îáðàçóþò îñòàâøèåñÿ äâå ïåð÷àòêè. Ïîýòîìó
ïîäñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü ñîñòàâèòü ïàðó äëÿ äâóõ ïåð÷àòîê. Ïîñëå
òîãî, êàê îäíà ïåð÷àòêà âûáðàíû, èç ïÿòè îñòàâøèõñÿ òðè îáðà-
çóþò ñ íåé ïàðó. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 3

5
= 0,6.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó è ñ ïîìîùüþ ñî÷å-
òàíèé:

P =
C2

3 · C2
3

C4
6

=
9

15
= 0,6.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 14 áàëëîâ.
4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

P (x) = x4 − 2(a+ 2)x2 + (a− 2)2

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòâåò: a = n2 è a = 2n2, ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t = x2. Äëÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà t2− 2(a+

2)t + (a − 2)2 èìååì D/4 = (a + 2)2 − (a − 2)2 = 8a, êîðíè ýòîãî
òð¼õ÷ëåíà (ïðè a > 0) (a+ 2)±

√
8a. Ïîýòîìó

P (x) = (x2 − (a+ 2)−
√
8a)(x2 − (a+ 2) +

√
8a). (1)

Ðàçëîæåíèå (1) íåïîñðåäñòâåííî áóäåò ïîäõîäÿùèì, åñëè îäíîâðå-
ìåííî öåëûìè áóäóò ÷èñëà a± 2

√
2a. Èõ ñóììà 2a ∈ Z. Ïðè ýòîì√

2a ∈ Q. Çíà÷èò, 2a = k2, ãäå k ∈ Z. Òåïåðü âèäíî, ÷òî a � öåëîå,
k = 2n è a = 2n2 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n.

Èòàê, ïðè a = 2n2 èìååì ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2n2 − 2− 4n)(x2 − 2n2 − 2 + 4n). (2)

Íî ýòèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a íå èñ÷åðïûâàþòñÿ!
Çàìåòèì, ÷òî îò ðàçëîæåíèÿ (1) ìîæíî ïåðåéòè ê ðàçëîæåíèþ

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Äåéñòâèòåëüíî, a+2±2
√
2a = (

√
a±

√
2)2.

Ïîýòîìó

P (x) = (x−
√
a−

√
2)(x+

√
a+

√
2)(x−

√
a+

√
2)(x+

√
a−

√
2). (3)

Ñóùåñòâóåò òðè ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ïî
äâà. Îäèí èç íèõ ïðèâîäèò ê (2). Âî âòîðîì èìååì

(x−
√
a−

√
2)(x+

√
a−

√
2) = (x−

√
2)2 − a = x2 − 2

√
2x+ 2− a,



è êîýôôèöèåíò ïðè x íå öåëûé. Òðåòèé ñïîñîá äà¼ò ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2
√
ax+ a− 2)(x2 + 2

√
ax+ a− 2).

Åñëè 2
√
a = m ∈ Z, òî a = m2

4
. Êðîìå òîãî, ñâîáîäíûé ÷ëåí òð¼õ-

÷ëåíîâ (a− 2) � öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, è a � öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó
m = 2n è a = n2, n ∈ N.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè íàéäåíà
(èç-çà íåïîëíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ) òîëüêî îäíà èç
äâóõ ñåðèé, 7 áàëëîâ.

5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 + y2)(x− 2y + 2015) = 2xy.

Îòâåò: (0; 0), (−2015; 0), (2014, 2014), (−672, 672).
Ðåøåíèå. Åñëè y = 0, òî x2(x + 2015) = 0 è x = 0 èëè x =

−2015. Ïðè x = 0 íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü xy ̸= 0. Òîãäà è x− 2y + 2015 ̸= 0. Ïðè ýòîì

|(x2 + y2)(x− 2y + 15)| > x2 + y2 > 2|xy|,

à ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè |x| = |y| è x − 2y + 2015 = ±1, à
èìåííî:

• åñëè x = y, òî x− 2y + 2015 = 1, îòêóäà x = y = 2014;

• åñëè x = −y, òî x − 2y + 2015 = −1, îòêóäà 3x = −2016,
x = −672, y = 672.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè ðàññìîò-
ðåí òîëüêî ñëó÷àé xy = 0, 4 áàëëà. Åñëè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé
xy = 0, 11 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî ïðè xy ̸= 0 |x| = |y|, íî
ïðîïóùåí ñëó÷àé x = −y, ìèíóñ 5 áàëëîâ.

6. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC ñ òóïûì óãëîì ïðè âåð-
øèíå C âçÿëè òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî AP = BC è BQ = AC.
Ïóñòü M , N , K � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, CP , CQ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî

2∠NMK + ∠ACB = 180◦.

Ðåøåíèå. Òî÷êè K è N (ñåðåäèíû ÷åâèàí) ëåæàò íà ñðåäíåé
ëèíèè B1A1 (ðèñ. 1). Ïóñòü a = BC, b = CA, c = AB, α = ∠A,
β = ∠B, γ = ∠C, ε = ∠KMN . Çàìåòèì, ÷òî c > a è c > b.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî AQ = c − b, B1K = c−b
2
; BP = c − a,

A1N = c−a
2
, A1B1 =

c
2
.

Îòñþäà B1N = A1B1−A1N = a
2
. Íî è B1M = a

2
(äëèíà ñðåäíåé

ëèíèè). Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê B1MN � ðàâíîáåäðåííûé. Îáîçíà-
÷èì x = ∠B1NM . Òîãäà B1MK = x− ε.



Ðèñ. 1

Îáîçíà÷èì òàêæå y = ∠MKA1 � âíåøíèé óãîë äëÿ òðåóãîëü-
íèêà B1MK. Ïîñêîëüêó ∠MB1A1 = β, èìååì y = β + x− ε. Àíà-
ëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ x = α + y − ε. Ñëîæèì äàííûå ðàâåíñòâà:
2ε = α + β = 180◦ − γ. Îòñþäà 2ε + γ = 180◦. Ýòî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ.
7. Ïî êðóãó çàïèñàíî 100 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ

äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà êâàäðàòó ÷èñëà, ñëåäóþùåãî çà íèìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë.

Îòâåò: ñòî äâîåê.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì

ñòîÿò ÷èñëà a è b. Òîãäà a + b = M2, a 6 M , b 6 M , îòêóäà
M2 6 2M è M 6 2 (ó÷èòûâàåì, ÷òî M > 0).

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì ñòîÿò ÷èñëà
c è d. Òîãäà c + d = m2, c > m, d > m, îòêóäà m2 > 2m è m > 2
(ïîñêîëüêó m > 0).

Èòàê, íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áîëüøå 2, à íàèìåíüøåå íå ìåíü-
øå 2. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà ðàâíû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 100 äâîåê
âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-
äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 5 áàëëîâ. Åñëè ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàâíû 2, íî íå îòìå÷åíî, ÷òî 100
äâîåê äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, 13 áàëëîâ.



Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

¾Çâåçäà¿ � Òàëàíòû íà ñëóæáå îáîðîíû è áåçîïàñíîñòè¿

ïî ìàòåìàòèêå

Ðåøåíèÿ è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1 ìàðòà 2015 ã.

11 êëàññ

1. Âûïóñêíèêè 11 êëàññà ÿçûêîâîé ãèìíàçèè ìîãóò ïî âûáîðó
ñäàâàòü ÅÃÝ ïî ñëåäóþùèì ïðåäìåòàì: îáùåñòâîçíàíèå, íåìåö-
êèé ÿçûê è àíãëèéñêèé ÿçûê. Êàæäûé ó÷åíèê äîëæåí âûáðàòü
íå ìåíåå äâóõ ïðåäìåòîâ èç òðåõ. Â 2014 ãîäó ÅÃÝ ïî íåìåöêîìó
ÿçûêó ñäàâàëè 50% âûïóñêíèêîâ ãèìíàçèè, ïî àíãëèéñêîìó 70%
è ïî îáùåñòâîçíàíèþ 90%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ó÷åíèêîâ ñäàâàëè
ÅÃÝ ïî âñåì òð¼ì ïðåäìåòàì?

Îòâåò: 10%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äîëÿ ó÷åíèêîâ, ñäàâàâøèõ îáùåñòâîçíàíèå è

àíãëèéñêèé ðàâíà x, îáùåñòâîçíàíèå è íåìåöêèé � y, àíãëèéñêèé è
íåìåöêèé � z, âñå ïðåäìåòû � t. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî 

y + z + t = 0,5;
x+ z + t = 0,7;
x+ y + t = 0,9;
x+ y + z + t = 1.

Åñëè èç ñóììû ïåðâûõ òð¼õ óðàâíåíèé âû÷åñòü óäâîåííîå ÷åòâ¼ð-
òîå, ïîëó÷èì t = 0,1.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 12 áàëëîâ. Åñëè ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà âåðíî, íî íå ðåøåíà, 4 áàëëà.

2. Âû÷èñëèòå ïðîèçâåäåíèå

(1 + tg 1◦)(1 + tg 2◦)(1 + tg 3◦) . . . (1 + tg 44◦).

Îòâåò: 222.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî

(1 + tgα)(1 + tg(45◦ − α)) = (1 + tgα)

(
1 +

1− tgα

1 + tgα

)
= 2.

Ìíîæèòåëè â âû÷èñëÿåìîì ïðîèçâåäåíèè ðàçáèâàþòñÿ íà 22 òàêèå
ïàðû.

Âòîðîå ðåøåíèå.

44∏
n=1

(1 + tg n◦) =
44∏
n=1

cosn◦ + sinn◦

cosn◦ =
44∏
n=1

cosn◦ + cos(90◦ − n◦)

cosn◦ =

=
44∏
n=1

2 cos 45◦ · cos(45◦ − n)

cosn◦ = (
√
2)44·cos 44

◦ · cos 43◦ · . . . · cos 1◦

cos 1◦ · cos 2◦ · . . . · cos 44◦
= 222.



Òðåòüå ðåøåíèå. Êàæäûé ìíîæèòåëü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

1 + tg n◦ = tg 45◦ + tg n◦ =
sin(n◦ + 45◦)

cos 45◦ cosn◦ =
√
2
cos(45◦ − n◦)

cosn◦ .

Ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ âñåõ 44 ñêîáîê êîñèíóñû ñîêðàòÿòñÿ.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå � 13 áàëëîâ.
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

log20

(
1

cosx
− tg x

)
= log15

(
1

cosx
+ tg x

)
.

Îòâåò: x = 2πk, k ∈ Z.
Ðåøåíèå. Àðãóìåíòû îáîèõ ëîãàðèôìîâ � ïîëîæèòåëüíûå

÷èñëà, à èõ ïðîèçâåäåíèå, êàê ëåãêî âèäåòü, ðàâíî åäèíèöå. Åñ-
ëè àðãóìåíòû îòëè÷íû îò 1, òî îäèí èç íèõ áîëüøå 1, à äðóãîé
ìåíüøå 1, èç-çà ÷åãî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè óðàâíåíèÿ áóäóò ðàç-
íûõ çíàêîâ. Åñëè æå îáà àðãóìåíòà ðàâíû 1, òî ðàâåíñòâî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ. Çíà÷èò, óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{

1
cosx

− tg x = 1;
1

cosx
+ tg x = 1.

(1)

Ñèñòåìà (1), â ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ cos x = 1.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-

äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 3 áàëëà. Åñëè çàäà÷à
ñâåäåíà ê ñèñòåìå (1), íî òà ðåøåíà íåâåðíî (íàïðèìåð, ïîëó÷åí
îòâåò x = πk), 8 áàëëîâ.

4. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí

P (x) = x4 − 2(a+ 2)x2 + (a− 2)2

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îòâåò: a = n2 è a = 2n2, ãäå n � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t = x2. Äëÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà t2− 2(a+

2)t + (a − 2)2 èìååì D/4 = (a + 2)2 − (a − 2)2 = 8a, êîðíè ýòîãî
òð¼õ÷ëåíà (ïðè a > 0) (a+ 2)±

√
8a. Ïîýòîìó

P (x) = (x2 − (a+ 2)−
√
8a)(x2 − (a+ 2) +

√
8a). (1)

Ðàçëîæåíèå (1) íåïîñðåäñòâåííî áóäåò ïîäõîäÿùèì, åñëè îäíîâðå-
ìåííî öåëûìè áóäóò ÷èñëà a± 2

√
2a. Èõ ñóììà 2a ∈ Z. Ïðè ýòîì√

2a ∈ Q. Çíà÷èò, 2a = k2, ãäå k ∈ Z. Òåïåðü âèäíî, ÷òî a � öåëîå,
k = 2n è a = 2n2 äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n.



Èòàê, ïðè a = 2n2 èìååì ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2n2 − 2− 4n)(x2 − 2n2 − 2 + 4n). (2)

Íî ýòèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a íå èñ÷åðïûâàþòñÿ!
Çàìåòèì, ÷òî îò ðàçëîæåíèÿ (1) ìîæíî ïåðåéòè ê ðàçëîæåíèþ

íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Äåéñòâèòåëüíî, a+2±2
√
2a = (

√
a±

√
2)2.

Ïîýòîìó

P (x) = (x−
√
a−

√
2)(x+

√
a+

√
2)(x−

√
a+

√
2)(x+

√
a−

√
2). (3)

Ñóùåñòâóåò òðè ñïîñîáà ãðóïïèðîâêè ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé ïî
äâà. Îäèí èç íèõ ïðèâîäèò ê (2). Âî âòîðîì èìååì

(x−
√
a−

√
2)(x+

√
a−

√
2) = (x−

√
2)2 − a = x2 − 2

√
2x+ 2− a,

è êîýôôèöèåíò ïðè x íå öåëûé. Òðåòèé ñïîñîá äà¼ò ðàçëîæåíèå

P (x) = (x2 − 2
√
ax+ a− 2)(x2 + 2

√
ax+ a− 2).

Åñëè 2
√
a = m ∈ Z, òî a = m2

4
. Êðîìå òîãî, ñâîáîäíûé ÷ëåí òð¼õ-

÷ëåíîâ (a− 2) � öåëîå ÷èñëî. Çíà÷èò, è a � öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó
m = 2n è a = n2, n ∈ N.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ � ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè íàéäåíà
(èç-çà íåïîëíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ) òîëüêî îäíà èç
äâóõ ñåðèé, 7 áàëëîâ.

5. Ðåøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

(x2 + y2)(x− 2y + 2015) = 2xy.

Îòâåò: (0; 0), (−2015; 0), (2014, 2014), (−672, 672).
Ðåøåíèå. Åñëè y = 0, òî x2(x + 2015) = 0 è x = 0 èëè x =

−2015. Ïðè x = 0 íîâûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ íå îáíàðóæèâàåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü xy ̸= 0. Òîãäà è x− 2y + 2015 ̸= 0. Ïðè ýòîì

|(x2 + y2)(x− 2y + 15)| > x2 + y2 > 2|xy|,

à ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü ïðè |x| = |y| è x − 2y + 2015 = ±1, à
èìåííî:

• åñëè x = y, òî x− 2y + 2015 = 1, îòêóäà x = y = 2014;

• åñëè x = −y, òî x − 2y + 2015 = −1, îòêóäà 3x = −2016,
x = −672, y = 672.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè ðàññìîò-
ðåí òîëüêî ñëó÷àé xy = 0, 4 áàëëà. Åñëè íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé
xy = 0, 11 áàëëîâ. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî ïðè xy ̸= 0 |x| = |y|, íî
ïðîïóùåí ñëó÷àé x = −y, ìèíóñ 5 áàëëîâ.

6. Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC ñ òóïûì óãëîì ïðè âåð-
øèíå C âçÿëè òî÷êè P è Q òàêèå, ÷òî AP = BC è BQ = AC.
Ïóñòü M , N , K � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AB, CP , CQ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Äîêàæèòå, ÷òî

2∠NMK + ∠ACB = 180◦.

Ðåøåíèå. Òî÷êè K è N (ñåðåäèíû ÷åâèàí) ëåæàò íà ñðåäíåé
ëèíèè B1A1 (ðèñ. 1). Ïóñòü a = BC, b = CA, c = AB, α = ∠A,
β = ∠B, γ = ∠C, ε = ∠KMN . Çàìåòèì, ÷òî c > a è c > b.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî AQ = c − b, B1K = c−b
2
; BP = c − a,

A1N = c−a
2
, A1B1 =

c
2
.

Îòñþäà B1N = A1B1−A1N = a
2
. Íî è B1M = a

2
(äëèíà ñðåäíåé

ëèíèè). Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê B1MN � ðàâíîáåäðåííûé. Îáîçíà-
÷èì x = ∠B1NM . Òîãäà B1MK = x− ε.

Ðèñ. 1

Îáîçíà÷èì òàêæå y = ∠MKA1 � âíåøíèé óãîë äëÿ òðåóãîëü-
íèêà B1MK. Ïîñêîëüêó ∠MB1A1 = β, èìååì

y = β + x− ε.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ

x = α + y − ε.

Ñëîæèì äàííûå ðàâåíñòâà: 2ε = α+β = 180◦−γ. Îòñþäà 2ε+γ =
180◦. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ.
7. Ïî êðóãó çàïèñàíî 100 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ

äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà êâàäðàòó ÷èñëà, ñëåäóþùåãî çà íèìè
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Íàéäèòå âñå òàêèå íàáîðû ÷èñåë.

Îòâåò: ñòî äâîåê.
Ðåøåíèå. Ïóñòü M � íàèáîëüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì

ñòîÿò ÷èñëà a è b. Òîãäà a + b = M2, a 6 M , b 6 M , îòêóäà
M2 6 2M è M 6 2 (ó÷èòûâàåì, ÷òî M > 0).

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå èç âñåõ ÷èñåë, à ïåðåä íèì ñòîÿò ÷èñëà
c è d. Òîãäà c + d = m2, c > m, d > m, îòêóäà m2 > 2m è m > 2
(ïîñêîëüêó m > 0).

Èòàê, íàèáîëüøåå ÷èñëî íå áîëüøå 2, à íàèìåíüøåå íå ìåíü-
øå 2. Çíà÷èò, âñå ÷èñëà ðàâíû 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 100 äâîåê
âûïîëíåíî óñëîâèå çàäà÷è.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå � 15 áàëëîâ. Åñëè îòâåò óãà-
äàí, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò äðóãèõ ðåøåíèé, 5 áàëëîâ. Åñëè ïîêà-
çàíî, ÷òî âñå ÷èñëà äîëæíû áûòü ðàâíû 2, íî íå îòìå÷åíî, ÷òî 100
äâîåê äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è, 13 áàëëîâ.
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