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Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Ïåòÿ è Âàñÿ ñîðåâíîâàëèñü â áåãå íà 100 ì. Êîãäà Ïåòÿ ôèíèøèðî-
âàë, Âàñÿ îòñòàâàë îò íåãî íà 10 ì. Âî âðåìÿ âòîðîãî çàáåãà Ïåòÿ âñòàë
ðîâíî â 10 ì ïîçàäè Âàñè. Êòî ôèíèøèðîâàë ïåðâûì âî âòîðîì çàáåãå
è íà ñêîëüêî ìåòðîâ îí îïåðåäèë ñîïåðíèêà? (Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé èç
ìàëü÷èêîâ îáà ðàçà áåæàë ñ îäíîé è òîé æå ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Îòâåò: Ïåòÿ îïåðåäèë Âàñþ íà 1 ì.
Ðåøåíèå. Âî âòîðîì çàáåãå Ïåòÿ ëèêâèäèðóåò îòñòàâàíèå îò Âàñè,

ïðîáåæàâ 100 ì (Âàñÿ çà ýòî âðåìÿ ïðîáåæèò 90 ì). Äî ôèíèøà îñòà¼òñÿ
10 ì � â 10 ðàç ìåíüøå, ÷åì íà ñòàðòå 1-ãî çàáåãà. Çíà÷èò, è îïåðåæåíèå
ñîñòàâèò â 10 ðàç ìåíüøå, ò. å. 1 ì.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Äèâàí ñòîèë 62 500 ðóá. Ðàç â ìåñÿö åãî öåíà èçìåíÿëàñü íà 20% â

ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïîëãîäà òðèæäû
öåíà ïîâûøàëàñü è òðèæäû ïîíèæàëàñü (â êàêîì ïîðÿäêå ýòî ïðîèñõîäè-
ëî, íåèçâåñòíî). Ìîæíî ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ñòîèë äèâàí
÷åðåç ïîëãîäà? Åñëè äà, òî ñêîëüêî îí ñòàë ñòîèòü?

Îòâåò: äà; äèâàí áóäåò ñòîèòü 55 296 ðóá.
Ðåøåíèå. Óäîðîæàíèå íà 20% îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùàÿ öåíà óìíîæàåòñÿ

íà 6/5, à óäåøåâëåíèå íà 20% îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùàÿ öåíà óìíîæàåòñÿ íà
4/5. Ïîýòîìó íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå öåíà ïîâûøàëàñü èëè
ïîíèæàëàñü, öåíà äèâàíà ÷åðåç ïîëãîäà ñîñòàâèò 62 500 · (6/5)3 · (4/5)3 =
55 296 ðóá.

Îöåíèâàíèå. Åñëè ðàññìîòðåíû òîëüêî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè è
ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé ÷èñëîâîé îòâåò, 4 áàëëà. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàë-
ëîâ.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà ïåðâûõ
äâóõ öèôð âäâîå ìåíüøå ñóììû äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð?

Îòâåò: 2250.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâûå äâå öèôðû ÷èñëà a è b, à äâå ïîñëåäíèå c è d.

Íàéä¼ì, ñêîëüêî åñòü êîìáèíàöèé ýòèõ öèôð, äëÿ êîòîðûõ 2(a+b) = c+d.
Ïîñêîëüêó c+ d 6 18, òî a+ b 6 9.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi (i = 1, 2, . . . , 9) êîëè÷åñòâî ïàð ïåðâûõ äâóõ öèôð,
ñóììà êîòîðûõ ðàâíà i. Ïåðâàÿ öèôðà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî i, ïîñëå
÷åãî âòîðàÿ öèôðà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò, xi = i.



Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi (i = 1, 2, . . . , 9) êîëè÷åñòâî ïàð ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 2i. Âñÿêèé ðàç ïî öèôðå c öèôðà d îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî: d = 2i − c. Ïîýòîìó íóæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé öèôðû c. Åñëè i 6 4, ò. å. 2i 6 8, òî öèôðà c ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 2i � âñåãî 2i + 1 çíà÷åíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â
ýòîì ñëó÷àå yi = 2i + 1. Åñëè æå 5 6 i 6 9, ò. å. 10 6 2i 6 18, òî öèôðà c
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 2i− 9 äî 9 � âñåãî 19− 2i çíà÷åíèé è yi = 19− 2i.

Ñîáåð¼ì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ xi è yi â îäíó òàáëèöó.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

xi 1 2 3 4 5 6 7 8 9
yi 3 5 7 9 9 7 5 3 1

Êîëè÷åñòâî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ a + b = i, à c + d = 2i, ðàâ-
íî 10xiyi (ñðåäíÿÿ öèôðà âûáèðàåòñÿ 10 ñïîñîáàìè). Ïîýòîìó îáùåå êî-
ëè÷åñòâî èñêîìûõ ÷èñåë ðàâíî 10(x1y1 + x2y2 + . . . + x9y9). Ïîäñòàíîâêà
íàéäåííûõ çíà÷åíèé äà¼ò îòâåò 2250.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè âåðíî íàéäåíû âñå
xi è yi, íî àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà â îêîí÷àòåëüíîì ïîäñ÷¼òå, 11 áàëëîâ.
Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé, íî íåâåðíî îïðåäåëåíû íåêîòîðûå xi èëè yi, 4-5
áàëëîâ.

4. Âäîëü îêðóæíîñòè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà ñòîÿò 123
òî÷êè. Àíÿ è Áîðÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ïî îäíîé òî÷êå â ñèíèé èëè êðàñíûé
öâåò (êðàñèòü ìîæíî ëþáóþ èç ðàíåå íå ïîêðàøåííûõ òî÷åê). Ïðîèãðû-
âàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîÿâÿòñÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè îäíîãî öâåòà.
Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Àíÿ õîäèò ïåðâîé?

Îòâåò: Áîðÿ.
Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ çàêðàøåííûå òî÷êè â òîò

ìîìåíò, êîãäà íîâûå õîäû íåâîçìîæíû. Åñëè èìåþòñÿ äâå ðÿäîì ñòîÿ-
ùèå íåçàêðàøåííûå òî÷êè, îäíó èç íèõ ìîæíî çàêðàñèòü. Çíà÷èò, â çà-
êëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè âñå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
çàêðàøåííûõ òî÷åê, ðàçäåë¼ííûõ îäèíîêèìè íåçàêðàøåííûìè òî÷êàìè.
Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû öâåòà òî÷åê ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè îäíà ãðóïïà çà-
êàí÷èâàåòñÿ ñèíåé (êðàñíîé) òî÷êîé, òî ñëåäóþùàÿ çà íåé íà÷èíàåòñÿ
ñ êðàñíîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèíåé) òî÷êè, èíà÷å òî÷êó ìåæäó óêàçàííû-
ìè ãðóïïàìè ìîæíî ïîêðàñèòü. Ïîýòîìó åñëè ìû óäàëèì íåçàêðàøåííûå
òî÷êè, òî ïîëó÷èì ÷åðåäîâàíèå êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê � çíà÷èò, êðàñíûõ
è ñèíèõ òî÷åê ïîðîâíó, à îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê ÷¼òíîå.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà èìååì íå÷¼òíîå
êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê, à ïîñëå ëþáîãî õîäà âòîðîãî èãðîêà èõ
êîëè÷åñòâî ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíûì. Çíà÷èò, çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïîçèöèÿ âîçíè-
êàåò ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà. Îí è âûèãðûâàåò. Ïðè ýòîì åãî ñòðàòåãèÿ
î÷åíü ïðîñòàÿ: íå äåëàòü çàâåäîìî ïðîèãðûøíûõ õîäîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.



5.  (15 баллов) Два автомобиля едут по дороге в одном направлении. Средняя 

скорость одного из них за время 30t c  равна 1 25v м с . На графике 

представлена зависимость расстояния S  между автомобилями от времени t . 

Определите среднюю скорость 2v  другого автомобиля за 30t c  движения. 

 

Ответ: 15
м

с
 или 35

м

с
 

Решение. Из графика видно, что скорость одного автомобиля относительно 

другого 
400 100

10
30

отн

м
v

с


  .                                                             (5 баллов) 

Возможны два варианта, в зависимости от того, какой автомобиль едет 

первым:  2 1 25 10 35отн

м
v v v

с
                         (5 баллов) 

или  2 1 25 10 15отн

м
v v v

с
     .                  (5 баллов) 

6. (10 баллов)  Англичанин являлся владельцем участка земли в России. Он 

знает, что, в привычных ему единицах, размер его участка составляет два 

акра. Стоимость земли 500000руб за один гектар. Известно, что 

1 4840акр квадратныхярдов , 1 0,9144ярд метра , 21 10000гектар м . 

Посчитайте, сколько выручит англичанин в результате продажи. 

Ответ: примерно 405000 руб  



Решение.  21 0,9144 0,9144 0,83612736квадратный ярд м   ,          (2 балла) 

22 2 4840 9680 9680 0,83612739 8093,7128448акра квадратных ярда м     

 (2 балла),  
2

2 8093,7128448
8093,7128448 0,8094

10000

м
м га  ,         (3 балла) 

0,8094 500000 404685,6 руб  .              (3 балла) 

7. (10 баллов)  Два колеса вращаются зацепившись друг за друга вокруг 

неподвижных осей, проходящих через центры колес A и B . Радиусы колес 

отличаются в три раза. Малое колесо делает 30 оборотов в минуту. 

Определите, сколько секунд тратит на один оборот большое колесо? 

 

Ответ: 6 с 

Решение.  Скорости точек, лежащих на краю колес одинаковы.       (2 балла) 

Расстояния, проходимые этими точками отличаются в три раза.       (2 балла) 

Малое колесо тратит на один оборот: 
1 60

2
30 30

мал

мин с
t с

оборотов оборотов
   .

                                                     (3 балла) 

Следовательно, большое колесо тратит на один оборот: 

3 3 2 6бол малt t с    .             (3 балла) 

 

8.  (15 баллов) Плотностью называют отношение массы тела к его объёму. 

Имеется два кубика. Второй кубик сделан из материала с вдвое большей 

плотностью по сравнению с первым, а длина стороны второго кубика на 

100% больше длины стороны первого. На сколько процентов масса второго 

кубика больше массы первого? 

Ответ: на 1500 % 



Решение.  Из условия получаем 2 12  , т.е: 2 1

2 1

2
m m

V V
  .        (3 балла) 

Также из условия следует, что длина стороны второго кубика 2 12a a .  

                          (2 балла) 

Следовательно, их объёмы связаны соотношением  
33

2 2 1 12 8V a a V   . 

                                   (3 балла) 

Получаем 2 1

1 1

2
8

m m

V V
  . (2 балла) Откуда следует, что 2 116m m .       (2 балла) 

То есть масса второго кубика больше на 1500 %.           (3 балла) 
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Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Ïåòÿ è Âàñÿ ñîðåâíîâàëèñü â áåãå íà 60 ì. Êîãäà Ïåòÿ ôèíèøèðîâàë,
Âàñÿ îòñòàâàë îò íåãî íà 9 ì. Âî âðåìÿ âòîðîãî çàáåãà Ïåòÿ âñòàë ðîâíî â
9 ì ïîçàäè Âàñè. Êòî ôèíèøèðîâàë ïåðâûì âî âòîðîì çàáåãå è íà ñêîëüêî
ìåòðîâ îí îïåðåäèë ñîïåðíèêà? (Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ îáà
ðàçà áåæàë ñ îäíîé è òîé æå ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Îòâåò: Ïåòÿ îïåðåäèë Âàñþ íà 1,35 ì.
Ðåøåíèå. Âî âòîðîì çàáåãå Ïåòÿ ëèêâèäèðóåò îòñòàâàíèå îò Âàñè,

ïðîáåæàâ 60 ì (Âàñÿ çà ýòî âðåìÿ ïðîáåæèò 51 ì). Äî ôèíèøà îñòà¼òñÿ 9
ì � â 20/3 ðàç ìåíüøå, ÷åì íà ñòàðòå 1-ãî çàáåãà. Çíà÷èò, è îïåðåæåíèå
ñîñòàâèò â 20/3 ðàç ìåíüøå, ò. å. 9 · 3

20
= 1,35 ì.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Òîâàð ñòîèë 64 ðóá. Ðàç â ìåñÿö åãî öåíà èçìåíÿëàñü íà 50% â ñòî-

ðîíó óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî çà ïîëãîäà òðèæäû öå-
íà ïîâûøàëàñü è òðèæäû ïîíèæàëàñü (â êàêîì ïîðÿäêå ýòî ïðîèñõîäèëî,
íåèçâåñòíî). Ìîæíî ëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, ñêîëüêî ñòîèë òîâàð ÷åðåç
ïîëãîäà? Åñëè äà, òî ñêîëüêî îí ñòàë ñòîèòü?

Îòâåò: äà; òîâàð áóäåò ñòîèòü 27 ðóá.
Ðåøåíèå. Óäîðîæàíèå íà 50% îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùàÿ öåíà óìíîæàåòñÿ

íà 3/2, à óäåøåâëåíèå íà 50% îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùàÿ öåíà óìíîæàåòñÿ íà
1/2. Ïîýòîìó íåçàâèñèìî îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå öåíà ïîâûøàëàñü èëè
ïîíèæàëàñü, öåíà äèâàíà ÷åðåç ïîëãîäà ñîñòàâèò 64 · (3/2)3 · (1/2)3 = 27
ðóá.

Îöåíèâàíèå. Åñëè ðàññìîòðåíû òîëüêî íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè è
ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé ÷èñëîâîé îòâåò, 4 áàëëà. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàë-
ëîâ.

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà ïåðâûõ
äâóõ öèôð âäâîå áîëüøå ñóììû äâóõ ïîñëåäíèõ öèôð?

Îòâåò: 2600.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâûå äâå öèôðû ÷èñëà a è b, à äâå ïîñëåäíèå c è d.

Íàéä¼ì, ñêîëüêî åñòü êîìáèíàöèé ýòèõ öèôð, äëÿ êîòîðûõ a+b = 2(c+d).
Ïîñêîëüêó a+ b 6 18, òî c+ d 6 9.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi (i = 1, 2, . . . , 9) êîëè÷åñòâî ïàð ïîñëåäíèõ äâóõ
öèôð, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà i. Ïåðâàÿ öèôðà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî
i, ïîñëå ÷åãî âòîðàÿ öèôðà îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Çíà÷èò, xi = i+ 1.



Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi (i = 1, 2, . . . , 9) êîëè÷åñòâî ïàð ïåðâûõ äâóõ öèôð,
ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 2i. Âñÿêèé ðàç ïî öèôðå a öèôðà b îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî: b = 2i−a. Ïîýòîìó íóæíî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé öèôðû a. Åñëè i 6 4, ò. å. 2i 6 8, òî öèôðà a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
îò 1 äî 2i � âñåãî 2i çíà÷åíèé. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå yi = 2i.
Åñëè æå 5 6 i 6 9, ò. å. 10 6 2i 6 18, òî öèôðà a ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò
2i− 9 äî 9 � âñåãî 19− 2i çíà÷åíèé è yi = 19− 2i.

Ñîáåð¼ì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ xi è yi â îäíó òàáëèöó.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

xi 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yi 2 4 6 8 9 7 5 3 1

Êîëè÷åñòâî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ c + d = i, à a + b = 2i, ðàâ-
íî 10xiyi (ñðåäíÿÿ öèôðà âûáèðàåòñÿ 10 ñïîñîáàìè). Ïîýòîìó îáùåå êî-
ëè÷åñòâî èñêîìûõ ÷èñåë ðàâíî 10(x1y1 + x2y2 + . . . + x9y9). Ïîäñòàíîâêà
íàéäåííûõ çíà÷åíèé äà¼ò îòâåò 2600.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè âåðíî íàéäåíû âñå
xi è yi, íî àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà â îêîí÷àòåëüíîì ïîäñ÷¼òå, 11 áàëëîâ.
Åñëè õîä ðåøåíèÿ âåðíûé, íî íåâåðíî îïðåäåëåíû íåêîòîðûå xi èëè yi, 4-5
áàëëîâ.
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òî÷êè. Àíÿ è Áîðÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ïî îäíîé òî÷êå â ñèíèé èëè êðàñíûé
öâåò (êðàñèòü ìîæíî ëþáóþ èç ðàíåå íå ïîêðàøåííûõ òî÷åê). Ïðîèãðû-
âàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîÿâÿòñÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè îäíîãî öâåòà.
Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Àíÿ õîäèò ïåðâîé?

Îòâåò: Áîðÿ.
Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ çàêðàøåííûå òî÷êè â òîò

ìîìåíò, êîãäà íîâûå õîäû íåâîçìîæíû. Åñëè èìåþòñÿ äâå ðÿäîì ñòîÿ-
ùèå íåçàêðàøåííûå òî÷êè, îäíó èç íèõ ìîæíî çàêðàñèòü. Çíà÷èò, â çà-
êëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè âñå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
çàêðàøåííûõ òî÷åê, ðàçäåë¼ííûõ îäèíîêèìè íåçàêðàøåííûìè òî÷êàìè.
Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû öâåòà òî÷åê ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè îäíà ãðóïïà çà-
êàí÷èâàåòñÿ ñèíåé (êðàñíîé) òî÷êîé, òî ñëåäóþùàÿ çà íåé íà÷èíàåòñÿ
ñ êðàñíîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèíåé) òî÷êè, èíà÷å òî÷êó ìåæäó óêàçàííû-
ìè ãðóïïàìè ìîæíî ïîêðàñèòü. Ïîýòîìó åñëè ìû óäàëèì íåçàêðàøåííûå
òî÷êè, òî ïîëó÷èì ÷åðåäîâàíèå êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê � çíà÷èò, êðàñíûõ
è ñèíèõ òî÷åê ïîðîâíó, à îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê ÷¼òíîå.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà èìååì íå÷¼òíîå
êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê, à ïîñëå ëþáîãî õîäà âòîðîãî èãðîêà èõ
êîëè÷åñòâî ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíûì. Çíà÷èò, çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïîçèöèÿ âîçíè-
êàåò ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà. Îí è âûèãðûâàåò. Ïðè ýòîì åãî ñòðàòåãèÿ
î÷åíü ïðîñòàÿ: íå äåëàòü çàâåäîìî ïðîèãðûøíûõ õîäîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.



5.  (15 баллов) Два автомобиля едут по дороге в одном направлении. Средняя 

скорость одного из них за время 30t c  равна 1 30v м с . На графике 

представлена зависимость расстояния S  между автомобилями от времени t . 

Определите среднюю скорость 2v  другого автомобиля за 30t c  движения. 

 

Ответ: 10
м

с
 или 50

м

с
 

Решение. Из графика видно, что скорость одного автомобиля относительно 

другого 
800 200

20
30

отн

м
v

с


  .           (5 баллов) 

Возможны два варианта, в зависимости от того, какой автомобиль едет 

первым. 2 1 30 20 50отн

м
v v v

с
              (5 баллов) 

Или 2 1 30 20 10отн

м
v v v

с
     .          (5 баллов) 

6.  (10 баллов)  Англичанин являлся владельцем участка земли в России. Он 

знает, что, в привычных ему единицах, размер его участка составляет три 

акра. Стоимость земли 250000руб  за один гектар. Известно, что 

1 4840акр квадратныхярдов , 1 0,9144ярд метра , 21 10000гектар м . 

Посчитайте, сколько выручит англичанин в результате продажи. 

Ответ: примерно 303514 руб  



Решение.  21 0,9144 0,9144 0,83612736квадратный ярд м   ,         (2 балла) 

23 3 4840 14520 14520 0,83612739 12140,57акра квадратных ярда м                                          

(2 балла), 
2

2 12140,57
12140,57 1,214057

10000

м
м га  ,             (3 балла) 

1,214057 250000 303514,25 руб  .            (3 балла) 

7.  (10 баллов)  Два колеса вращаются зацепившись друг за друга вокруг 

неподвижных осей, проходящих через центры колес A и B . Радиусы колес 

отличаются в три раза. Большое колесо делает 10 оборотов в минуту. 

Определите, сколько секунд тратит на один оборот малое колесо? 

 

Ответ: 2 с  

Решение.  Скорости точек, лежащих на краю колес одинаковы.       (2 балла) 

Расстояния, проходимые этими точками отличаются в три раза.       (2 балла) 

Большое колесо тратит на один оборот 

1 60
6

10 10
бол

мин с
t с

оборотов оборотов
   .           (3 балла) 

Следовательно, малое колесо тратит на один оборот 
1 6

2
3 3

мал болt t с   . 

                                   (3 балла) 

8.  (15 баллов) Плотностью называют отношение массы тела к его объёму. 

Имеется два кубика. Второй кубик сделан из материала с вдвое меньшей 

плотностью по сравнению с первым, а длина стороны второго кубика на 

100% больше длины стороны первого. На сколько процентов масса второго 

кубика больше массы первого? 

Ответ: на 300% 



Решение.  Из условия следует, что 2 1

1

2
  , т.е: 2 1

2 1

1

2

m m

V V
  .       (3 балла) 

Также из условия следует, что длина стороны второго кубика 2 12a a .  

                          (2 балла) 

Следовательно, их объёмы связаны соотношением  
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2 2 1 12 8V a a V   . 

                                   (3 балла) 

Получаем 2 1

1 1

1

8 2

m m

V V
  . (2 балла) Откуда следует, что 2 14m m .       (2 балла) 

То есть масса второго кубика больше на 300%.            (3 балла) 

 

 

 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

7 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Ïåòÿ è Âàñÿ ñîðåâíîâàëèñü â áåãå íà 100 ì. Êîãäà Ïåòÿ ôèíèøèðî-
âàë, Âàñÿ îòñòàâàë îò íåãî íà 10 ì. Âî âðåìÿ âòîðîãî çàáåãà Ïåòÿ âñòàë
ðîâíî â 10 ì ïîçàäè Âàñè. Êòî ôèíèøèðîâàë ïåðâûì âî âòîðîì çàáåãå
è íà ñêîëüêî ìåòðîâ îí îïåðåäèë ñîïåðíèêà? (Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé èç
ìàëü÷èêîâ îáà ðàçà áåæàë ñ îäíîé è òîé æå ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Îòâåò: Ïåòÿ îïåðåäèë Âàñþ íà 1 ì.
Ðåøåíèå. Âî âòîðîì çàáåãå Ïåòÿ ëèêâèäèðóåò îòñòàâàíèå îò Âàñè,

ïðîáåæàâ 100 ì (Âàñÿ çà ýòî âðåìÿ ïðîáåæèò 90 ì). Äî ôèíèøà îñòà¼òñÿ
10 ì � â 10 ðàç ìåíüøå, ÷åì íà ñòàðòå 1-ãî çàáåãà. Çíà÷èò, è îïåðåæåíèå
ñîñòàâèò â 10 ðàç ìåíüøå, ò. å. 1 ì.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Ïî êðóãó ñòîÿò 15 ÷èñåë. Ñóììà ëþáûõ øåñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

÷èñåë ðàâíà 50. Ïåòÿ çàêðûë êàðòî÷êîé îäíî èç ÷èñåë. Äâà ñîñåäíèõ ñ
êàðòî÷êîé ÷èñëà 7 è 10. Êàêîå ÷èñëî ïîä êàðòî÷êîé?

Îòâåò: 8.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà i-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî ai (i = 1, . . . , 15.) Çàôèêñèðó-

åì 5 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë. ×èñëà ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé ïÿò¼ðêè äîëæíû
ñîâïàñòü. Ïîýòîìó ai = ai+6. Ïîéä¼ì ïî êðóãó, îòìå÷àÿ îäèíàêîâûå ÷èñëà:

a1 = a7 = a13 = a4 = a10 = a1.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i âåðíî, ÷òî ai = ai+3, ò. å. ÷èñëà èäóò â
òàêîì ïîðÿäêå:

a, b, c, a, b, c, . . . , a, b, c.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî
2(a+ b+ c) = 50.

Çíà÷èò, ñóììà ëþáûõ òð¼õ ñîñåäíèõ ÷èñåë ðàâíà 25. Îòñþäà îòâåò.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
3. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âîñüìè íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 595. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíè-
ìàòü d?

Îòâåò: 35.



Ðåøåíèå. Åñëè êàæäîå èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà d, òî è èõ ñóììà êðàò-
íà d. Çíà÷èò, d � äåëèòåëü ÷èñëà 595. Ðàçëîæèì ïîñëåäíåå íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè: 595 = 5 · 7 · 17 è âûïèøåì âñå åãî äåëèòåëè:

1, 5, 7, 17, 35, 85, 119, 595. (∗)

Êàæäîå èç âîñüìè ÷èñåë (èç óñëîâèÿ çàäà÷è) íå ìåíüøå d. Ïîýòîìó èõ
ñóììà, ðàâíàÿ 595, íå ìåíüøå 8d. Èç íåðàâåíñòâà 595 > 8d ïîëó÷àåì
d 6 74. Èç ñïèñêà (∗) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå 35.

Íåñëîæíî ïðèäóìàòü è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (îí äàëåêî íå åäèí-
ñòâåííûé): ïóñòü ñåìü ÷èñåë ðàâíû 70, à åù¼ îäíî 105.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Çà îöåíêó áåç ïðèìåðà
7 á. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè 6 á.

4. Âäîëü îêðóæíîñòè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà ñòîÿò 123
òî÷êè. Àíÿ è Áîðÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ïî îäíîé òî÷êå â ñèíèé èëè êðàñíûé
öâåò (êðàñèòü ìîæíî ëþáóþ èç ðàíåå íå ïîêðàøåííûõ òî÷åê). Ïðîèãðû-
âàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîÿâÿòñÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè îäíîãî öâåòà.
Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Àíÿ õîäèò ïåðâîé?

Îòâåò: Áîðÿ.
Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ çàêðàøåííûå òî÷êè â òîò

ìîìåíò, êîãäà íîâûå õîäû íåâîçìîæíû. Åñëè èìåþòñÿ äâå ðÿäîì ñòîÿ-
ùèå íåçàêðàøåííûå òî÷êè, îäíó èç íèõ ìîæíî çàêðàñèòü. Çíà÷èò, â çà-
êëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè âñå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
çàêðàøåííûõ òî÷åê, ðàçäåë¼ííûõ îäèíîêèìè íåçàêðàøåííûìè òî÷êàìè.
Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû öâåòà òî÷åê ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè îäíà ãðóïïà çà-
êàí÷èâàåòñÿ ñèíåé (êðàñíîé) òî÷êîé, òî ñëåäóþùàÿ çà íåé íà÷èíàåòñÿ
ñ êðàñíîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèíåé) òî÷êè, èíà÷å òî÷êó ìåæäó óêàçàííû-
ìè ãðóïïàìè ìîæíî ïîêðàñèòü. Ïîýòîìó åñëè ìû óäàëèì íåçàêðàøåííûå
òî÷êè, òî ïîëó÷èì ÷åðåäîâàíèå êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê � çíà÷èò, êðàñíûõ
è ñèíèõ òî÷åê ïîðîâíó, à îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê ÷¼òíîå.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà èìååì íå÷¼òíîå
êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê, à ïîñëå ëþáîãî õîäà âòîðîãî èãðîêà èõ
êîëè÷åñòâî ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíûì. Çíà÷èò, çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïîçèöèÿ âîçíè-
êàåò ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà. Îí è âûèãðûâàåò. Ïðè ýòîì åãî ñòðàòåãèÿ
î÷åíü ïðîñòàÿ: íå äåëàòü çàâåäîìî ïðîèãðûøíûõ õîäîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.



5.  (10 баллов)  Расстояние от дома до работы 3s км . В тот момент времени, 

когда Иван вышел с работы, из дома выскочил его любимый пёс и побежал 

навстречу хозяину. На расстоянии четверти всего пути от работы они 

встретились. Пес мгновенно развернулся обратно и побежал домой. Добежав 

до дома, он опять мгновенно развернулся и побежал к хозяину и т.д. Считая, 

что Иван и его пес двигаются с постоянными скоростями, определите 

расстояние, которое пробежит пес к моменту времени, когда Иван придет 

домой. 

Ответ: 9 км  

Решение.  К моменту первой встречи Иван прошёл одну четвертую всего 

пути. Следовательно, пёс пробежал три четвертых от всего расстояния. Т.е. 

скорость пса в три раза больше скорости Ивана: 3п иv v .        (4 балла) 

По пути с работы домой Иван прошел 3 км.              (3 балла) 

Следовательно, пёс пробежал 3 3 9l км км    .                        (3 балла) 

6.  (10 баллов)  Жёсткая доска массой m и длиной 20l м  частично лежит на 

краю горизонтальной поверхности, свисая с неё на три четверти своей длины. 

Чтобы доска не упала, на самом её краю положили камень массой 2m. 

Насколько далеко от камня сможет по доске пройти человек массой 2m . 

Размерами камня и человека по сравнению с размерами доски пренебречь. 

Ответ: 15 м  

Решение.  Правило моментов: 2
4 4 2 4

l l m l
mg mg g x

 
      

 
.     (5 баллов) 

В результате, получаем  
3

15
4

x l м  .             (5 баллов) 

 

7.  (15 баллов)  Конструкция состоит из двух невесомых стержней AB  и CD, 

невесомого блока и груза массой 2m кг , который подвешен в точке G. Все 

нити невесомые и нерастяжимые. В точке A стержень присоединен к 

шарниру, который позволяет стержню поворачиваться в плоскости рисунка. 

При этом 
1

4
CG CD , 

1

4
AE AB , а точка F  является серединой стержня AB . 



Ускорение свободного падения 210g м с . Определите силу натяжения 0T  

нити, прикрепленной к стержню AB  в точке E . 

 

Ответ: 0 10T H  

Решение.  Правило моментов для стержня CD относительно точки C: 

2

1

4
mg CD T CD   .               (4 балла) 

Сила натяжения нити BD: 2

1
5

4
T mg H  .          (3 балла) 

Следовательно, сила натяжения нити CF : 1

3
15

4
T mg H  .       (3 балла) 

Правило моментов для стержня AB  относительно точки A: 

0 2 1

1 1

4 2
T AB T AB T AB     .             (3 балла) 

В результате получаем,  0 10T H .            (2 балла) 

 

8.  (15 баллов) Масса сосуда, который полностью заполнили керосином, 

кг31 . Если этот сосуд полностью заполнить водой, то его масса окажется 

равной кг33 . Определите массу пустого сосуда. Плотность воды 

31000 мкгВ  , плотность керосина 3800 мкгК  . 



Ответ: кг23  

Решение.  Масса сосуда заполненного керосином  Vmm Кc 1 ,    (4 балла) 

где сm  – масса пустого сосуда, V  – объём занятый керосином. Масса сосуда 

заполненного водой: Vmm Вc 2 .           (4 балла) 

Получаем, что 312 01,0
8001000

3133
м

mm
V

КВ













.         (4 балла) 

Масса пустого сосуда: кгVmm Кc 2301,0800311   .       (3 балла) 
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Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Ïåòÿ è Âàñÿ ñîðåâíîâàëèñü â áåãå íà 60 ì. Êîãäà Ïåòÿ ôèíèøèðîâàë,
Âàñÿ îòñòàâàë îò íåãî íà 9 ì. Âî âðåìÿ âòîðîãî çàáåãà Ïåòÿ âñòàë ðîâíî â
9 ì ïîçàäè Âàñè. Êòî ôèíèøèðîâàë ïåðâûì âî âòîðîì çàáåãå è íà ñêîëüêî
ìåòðîâ îí îïåðåäèë ñîïåðíèêà? (Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ îáà
ðàçà áåæàë ñ îäíîé è òîé æå ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ).

Îòâåò: Ïåòÿ îïåðåäèë Âàñþ íà 1,35 ì.
Ðåøåíèå. Âî âòîðîì çàáåãå Ïåòÿ ëèêâèäèðóåò îòñòàâàíèå îò Âàñè,

ïðîáåæàâ 60 ì (Âàñÿ çà ýòî âðåìÿ ïðîáåæèò 51 ì). Äî ôèíèøà îñòà¼òñÿ 9
ì � â 20/3 ðàç ìåíüøå, ÷åì íà ñòàðòå 1-ãî çàáåãà. Çíà÷èò, è îïåðåæåíèå
ñîñòàâèò â 20/3 ðàç ìåíüøå, ò. å. 9 · 3

20
= 1,35 ì.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Ïî êðóãó ñòîÿò 20 ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà ëþáûõ øåñòè ñîñåäíèõ

÷èñåë ðàâíà 24. Êàêîå ÷èñëî íà 12-ì ìåñòå, åñëè íà 1-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî 1?
Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà i-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî ai (i = 1, . . . , 20.) Çàôèêñèðó-

åì 5 ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë. ×èñëà ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé ïÿò¼ðêè äîëæíû
ñîâïàñòü. Ïîýòîìó ai = ai+6. Ïîéä¼ì ïî êðóãó, îòìå÷àÿ îäèíàêîâûå ÷èñëà:

a1 = a7 = a13 = a19 = a5 = a11 = a17 = a3 = a9 = a15 = a1.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî âñå ÷èñëà íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ ðàâíû äðóã äðóãó. Òî æå
âåðíî äëÿ ÷èñåë íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ. Çíà÷èò, ÷èñëà èäóò òàê:

x, y, x, y, . . . , x, y.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

3(x+ y) = 24, x = 1.

Îòñþäà y = 7. Çíà÷èò, íà íå÷¼òíûõ ìåñòàõ åäèíèöû, à íà ÷¼òíûõ ñåì¼ðêè.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
3. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äåñÿòè íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 1001. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðè-
íèìàòü d?

Îòâåò: 91.



Ðåøåíèå. Åñëè êàæäîå èç ÷èñåë äåëèòñÿ íà d, òî è èõ ñóììà êðàò-
íà d. Çíà÷èò, d � äåëèòåëü ÷èñëà 1001. Ðàçëîæèì ïîñëåäíåå íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè: 1001 = 7 · 11 · 13 è âûïèøåì âñå åãî äåëèòåëè:

1, 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. (∗)

Êàæäîå èç äåñÿòè ÷èñåë (èç óñëîâèÿ çàäà÷è) íå ìåíüøå d. Ïîýòîìó èõ
ñóììà, ðàâíàÿ 1001, íå ìåíüøå 10d. Èç íåðàâåíñòâà 1001 > 10d ïîëó÷àåì
d 6 101. Èç ñïèñêà (∗) íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå 91.

Íåñëîæíî ïðèäóìàòü è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (îí åäèíñòâåííûé):
äåâÿòü ÷èñåë ðàâíû 91, à åù¼ îäíî 182.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Çà îöåíêó áåç ïðèìåðà
7 á. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè 6 á.

4. Âäîëü îêðóæíîñòè íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã îò äðóãà ñòîÿò 33
òî÷êè. Àíÿ è Áîðÿ ïî î÷åðåäè êðàñÿò ïî îäíîé òî÷êå â ñèíèé èëè êðàñíûé
öâåò (êðàñèòü ìîæíî ëþáóþ èç ðàíåå íå ïîêðàøåííûõ òî÷åê). Ïðîèãðû-
âàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî ïîÿâÿòñÿ äâå ñîñåäíèå òî÷êè îäíîãî öâåòà.
Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, åñëè Àíÿ õîäèò ïåðâîé??

Îòâåò: Áîðÿ.
Ðåøåíèå. Ïîñìîòðèì, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ çàêðàøåííûå òî÷êè â òîò

ìîìåíò, êîãäà íîâûå õîäû íåâîçìîæíû. Åñëè èìåþòñÿ äâå ðÿäîì ñòîÿ-
ùèå íåçàêðàøåííûå òî÷êè, îäíó èç íèõ ìîæíî çàêðàñèòü. Çíà÷èò, â çà-
êëþ÷èòåëüíîé ïîçèöèè âñå òî÷êè äåëÿòñÿ íà ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
çàêðàøåííûõ òî÷åê, ðàçäåë¼ííûõ îäèíîêèìè íåçàêðàøåííûìè òî÷êàìè.
Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû öâåòà òî÷åê ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè îäíà ãðóïïà çà-
êàí÷èâàåòñÿ ñèíåé (êðàñíîé) òî÷êîé, òî ñëåäóþùàÿ çà íåé íà÷èíàåòñÿ
ñ êðàñíîé (ñîîòâåòñòâåííî ñèíåé) òî÷êè, èíà÷å òî÷êó ìåæäó óêàçàííû-
ìè ãðóïïàìè ìîæíî ïîêðàñèòü. Ïîýòîìó åñëè ìû óäàëèì íåçàêðàøåííûå
òî÷êè, òî ïîëó÷èì ÷åðåäîâàíèå êðàñíûõ è ñèíèõ òî÷åê � çíà÷èò, êðàñíûõ
è ñèíèõ òî÷åê ïîðîâíó, à îáùåå êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê ÷¼òíîå.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ëþáîãî õîäà ïåðâîãî èãðîêà èìååì íå÷¼òíîå
êîëè÷åñòâî çàêðàøåííûõ òî÷åê, à ïîñëå ëþáîãî õîäà âòîðîãî èãðîêà èõ
êîëè÷åñòâî ñòàíîâèòñÿ ÷¼òíûì. Çíà÷èò, çàêëþ÷èòåëüíàÿ ïîçèöèÿ âîçíè-
êàåò ïîñëå õîäà âòîðîãî èãðîêà. Îí è âûèãðûâàåò. Ïðè ýòîì åãî ñòðàòåãèÿ
î÷åíü ïðîñòàÿ: íå äåëàòü çàâåäîìî ïðîèãðûøíûõ õîäîâ.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.



5.  (10 баллов)  Расстояние от дома до работы 6s км . В тот момент времени, 

когда Иван вышел с работы, из дома выскочил его любимый пёс и побежал 

навстречу хозяину. На расстоянии одной трети всего пути от работы они 

встретились. Пёс мгновенно развернулся обратно и побежал домой. Добежав 

до дома, он опять мгновенно развернулся и побежал к хозяину и т.д. Считая, 

что Иван и его пёс двигаются с постоянными скоростями, определите 

расстояние, которое пробежит пёс к моменту времени, когда Иван придет 

домой. 

Ответ: 12 км 

Решение.  К моменту первой встречи Иван прошел одну треть всего пути. 

Следовательно, пёс пробежал две трети от всего расстояния. То есть скорость 

пса в два раза больше скорости Ивана 2п иv v .                                     (4 балла) 

По пути с работы домой Иван прошёл 6 км .          (3 балла) 

Следовательно, пёс пробежал  2 6 12l км км   .         (3 балла) 

6.  (10 баллов)  Жёсткая доска массой m и длиной 24l м  частично лежит на 

краю горизонтальной поверхности, свисая с неё на две трети своей длины. 

Чтобы доска не упала, на самом её краю положили камень массой 2m. 

Насколько далеко от камня сможет по доске пройти человек массой m. 

Размерами камня и человека по сравнению с размерами доски пренебречь. 

Ответ: 20 м 

Решение.  Правило моментов: 2
3 6 3

l l l
mg mg mg x

 
      

 
.     (5 баллов) 

В результате, получаем  
5

20
6

x l м  .             (5 баллов) 

7.  (15 баллов) Конструкция состоит из двух невесомых стержней AB  и CD, 

невесомого блока и груза массой 3m кг , который подвешен в точке G. Все 

нити невесомые и нерастяжимые. В точке A стержень присоединен к 

шарниру, который позволяет стержню поворачиваться в плоскости рисунка. 

При этом 
1

4
CG CD , 

1

4
AE AB , а точка F  является серединой стержня AB . 

Ускорение свободного падения 210g м с . Определите силу натяжения 0T  

нити, прикрепленной к стержню AB  в точке E . 



 

Ответ: 0 15T H  

Решение.  Правило моментов для стержня CD относительно точки C: 

2

1

4
mg CD T CD   .              (4 балла) 

Сила натяжения нити BD: 2

1
7,5

4
T mg H  .          (3 балла) 

Следовательно, сила натяжения нити CF : 1

3
22,5

4
T mg H  .       (3 балла) 

Правило моментов для стержня AB  относительно точки A: 

0 2 1

1 1

4 2
T AB T AB T AB     .             (3 балла) 

В результате получим 0 15T H .            (2 балла) 

8.  (15 баллов)  Масса сосуда, который полностью заполнили керосином, 

20 кг . Если этот сосуд полностью заполнить водой, то его масса окажется 

равной 24 кг . Определите массу пустого сосуда. Плотность воды 

31000 мкгВ  , плотность керосина 3800 мкгК  . 

Ответ: 4 кг  

Решение.  Масса сосуда заполненного керосином: Vmm Кc 1 ,    (4 балла) 

где сm  – масса пустого сосуда, V  – объём занятый керосином. 



Масса сосуда заполненного водой  Vmm Вc 2 .         (4 балла) 

Получаем, что 32 1 24 20
0,02

1000 800В К

m m
V м

 

 
  

 
.         (4 балла) 

Масса пустого сосуда: 1 20 800 0,02 4c Кm m V кг      .        (3 балла) 
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Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Àíäðåé åõàë íà àâòîìîáèëå â àýðîïîðò ñîñåäíåãî ãîðîäà. ×åðåç ÷àñ
åçäû ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ îí ïîíÿë, ÷òî åñëè íå èçìåíèò ñêîðîñòè, òî
îïîçäàåò íà 20 ìèí. Òîãäà îí ðåçêî óâåëè÷èë ñêîðîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïóòè ïðåîäîëåë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 90 êì/÷ è ïðèåõàë
â àýðîïîðò íà 20 ìèí ðàíüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë ïåðâîíà÷àëüíî. Êàêîâî
ðàññòîÿíèå îò äîìà Àíäðåÿ äî àýðîïîðòà?

Îòâåò: 180 êì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò äîìà Àíäðåÿ äî àýðîïîðòà ðàâíî s êì,

à âðåìÿ, êîòîðîå îí õîòåë ïîòðàòèòü íà äîðîãó, 1 + t ÷àñîâ. Òîãäà

s = 60 + 60(t+
1

3
) = 60 + 90(t− 1

3
).

Îòñþäà

60t+ 20 = 90t− 30, t =
5

3
, s = 180.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Íà äîñêå íàïèñàíî 2019 ÷èñåë. Îäíî èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå äðóãèõ

� 10 ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü
çàïèñàíî íà äîñêå?

Îòâåò: 225.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà äîñêå çàïèñàíî k ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Îäíî èç íèõ

âñòðå÷àåòñÿ 10 ðàç, à îñòàëüíûå íå áîëåå 9 ðàç. Îòñþäà

10 + 9(k − 1) > 2019, 9k > 2018, k > 225.

Ïðèìåð: îäíî ÷èñëî çàïèñàíî 10 ðàç, 223 ÷èñëà ïî 9 ðàç è åù¼ îäíî äâà
ðàçà.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Çà îöåíêó áåç ïðèìåðà
6 á. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè 5 á.



3. Ìîæíî ëè îòïèëèòü îò êóáèêà ñ ðåáðîì â 15 ñì óãîëîê òàê, ÷òîáû
ñðåç èìåë ôîðìó òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 5, 6 è 8 ñì?

Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíàÿ

ïèðàìèäà ñ ïðÿìûìè óãëàìè ïðè âåðøèíå, â îñíîâàíèè êîòîðîé òðåóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíàìè 5, 6 è 8?

Ïóñòü äëèíû áîêîâûõ ð¼áåð a, b è c. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, èìååì

a2 + b2 = 25, b2 + c2 = 36, c2 + a2 = 64.

Îòñþäà

a2 + b2 + c2 = (25 + 36 + 64)/2 = 61,5 < 64 = a2 + c2.

Ïðîòèâîðå÷èå!
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ.
4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ó ÷èñëà 36n2 ðîâíî 51 ðàçíûõ

íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà 5n?
Îòâåò: 16.
Ðåøåíèå. Ïóñòü m = pk11 · pk22 · . . . · p

kl
l , ãäå p1, p2, . . . , pl � ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
m ðàâíî

τ(m) = (k1 + 1)(k2 + 1) . . . (kl + 1). (∗)

Äåéñòâèòåëüíî, îáùèé äåëèòåëü ÷èñëà m èìååò âèä

d = pa11 · pa22 · . . . · p
al
l ,

ãäå äëÿ êàæäîãî i ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ai ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî ki �
âñåãî ki + 1 çíà÷åíèé. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó (∗).

×èñëî m = 36n2 èìååò õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ (2 è 3).
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî τ(m) = 3 · 17, ïîëó÷àåì â ôîðìóëå (∗) äâà ìíî-

æèòåëÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî m èìååò âèä m = 22316 èëè m = 21632. Ïðè ýòîì
n = p7, ãäå p ðàâíî 2 èëè 3. Òîãäà

5n = 5p7, τ(5n) = 2 · 8 = 16.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Ôîðìóëó (∗) ó÷àñòíèêè
îëèìïèàäû ìîãóò èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.



5.  (10 баллов) Определите сопротивление R  проволочного контура, 

показанного на рисунке, между точками A и B . Известно, что расстояние 

между этими точками 2 м. Сопротивление одного метра проволоки, из 

которой сделан контур, равно 0 10R Ом . 

 

Ответ: 10R Ом  

Решение.  Напряжение на средних вертикальных перемычках всегда равно 

нулю.(3 балла) Следовательно, эквивалентная схема: 

             

                                                                                                                     (3 балла) 

Её сопротивление:   
0 0 0 0

1 1 1 1 1

4 2 4R R R R R
    .          (2 балла) 

Окончательный ответ: 10R Ом .            (2 балла) 

6.  (10 баллов)  Снежок с температурой 0 C  запущен со скоростью v  в 

сторону стенки. При ударе расплавилось 0,02 %k   от всего снежка. 

Определите, сколько процентов снежка расплавится, если его запустить в 

сторону стенки со скоростью 2v? Удельная теплота плавления снега 

330 кДж кг  . Считайте, что вся выделяемая при ударе энергия пошла на 

плавление. 

Ответ: 0,08%n  



Решение.  Закон сохранения энергии в первом случае: 
2

2 100

mv km
 . (3 балла) 

То есть скорость снежка: 132
50

k
v м c


  .                                      (2 балла) 

Во втором случае:  
2(2 )

2 100

m v nm
 .            (3 балла) 

Окончательно получаем: 0,08%n .           (2 балла) 

7.  (15 баллов)  Стакан до краёв наполнен солёной водой. При этом на 

поверхности плавает пресный лёд массой 50m г . Какой объём V  воды 

выльется из стакана к моменту когда лёд растает? Поверхностным 

натяжением пренебречь. Плотность пресного льда 30,9п г см  , плотность 

солёного льда 30,95с г см  , плотность пресной воды 31пв г см  . 

Изменением суммарного объёма при смешивании двух жидкостей 

пренебречь. 

Ответ: 32,63см  

Решение.  Условие плавания пресного льда в солёной воде: 

1cв погр пgV gV mg   ,                       (4 балла) 

где 1V  – весь объём пресного льда, cв  – плотность солёной воды. 

Условие плавания солёного льда такой же массы в солёной воде: 

2c погр cgV gV mg   ,              (4 балла) 

где 2V  – весь объём солёного льда. Солёный лёд при таянии занимает ровно 

объём погрV . Лишний объём льда, который после таяния окажется за 

пределами стакана: 1 2

п с

m m
V V

 
   .           (3 балла) 

А с учётом того, что он растает, то объём вылившейся воды: 

32,63п

п с пв

m m
V см



  

 
     

 
.            (4 балла) 



8.  (15 баллов)  Твёрдый стержень двигается по горизонтальному столу. В 

определённый момент времени скорость одного конца стержня 1 5v м с , а 

скорость другого 2 4v м с  и она направлена вдоль оси стержня (см. 

рисунок). Определите для этого момента времени скорость середины 

стержня. 

 

Ответ: 4,3 м с  

Решение.  У всех точек стержня есть составляющая скорости, которая 

направлена направо, равная 2v .            (4 балла) 

Следовательно, составляющая скорости, которая направлена вверх, для точки 

A: 2 2
1 2 3верт Av v v м с   .             (4 балла) 

Составляющая скорости точки B , которая направлена вверх: 

1
1,5

2
верт В верт Av v м с  .             (4 балла) 

Полная скорость точки B : 2 2 2 2
2 4 1,5 4,3верт Вv v v м с     .       (3 балла) 
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Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Âèêòîð åõàë íà àâòîìîáèëå â àýðîïîðò ñîñåäíåãî ãîðîäà. ×åðåç ïîë-
÷àñà åçäû ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ îí ïîíÿë, ÷òî åñëè íå èçìåíèò ñêîðîñòè,
òî îïîçäàåò íà 15 ìèí. Òîãäà îí óâåëè÷èë ñêîðîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïóòè ïðåîäîëåë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 80 êì/÷ è ïðèå-
õàë â àýðîïîðò íà 15 ìèí ðàíüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë ïåðâîíà÷àëüíî. Êàêîâî
ðàññòîÿíèå îò äîìà Âèêòîðà äî àýðîïîðòà?

Îòâåò: 150 êì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò äîìà Âèêòîðà äî àýðîïîðòà ðàâíî s êì,

à âðåìÿ, êîòîðîå îí õîòåë ïîòðàòèòü íà äîðîãó 1
2
+ t ÷àñîâ. Òîãäà

s = 30 + 60(t+
1

4
) = 30 + 80(t− 1

4
).

Îòñþäà

60t+ 15 = 80t− 20, t =
7

4
, s = 150.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Íà äîñêå íàïèñàíî 1235 ÷èñåë. Îäíî èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå äðóãèõ

� 10 ðàç. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü
çàïèñàíî íà äîñêå?

Îòâåò: 138.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà äîñêå çàïèñàíî k ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Îäíî èç íèõ

âñòðå÷àåòñÿ 10 ðàç, à îñòàëüíûå íå áîëåå 9 ðàç. Îòñþäà

10 + 9(k − 1) > 1235, 9k > 1234, k > 138.

Ïðèìåð: îäíî ÷èñëî çàïèñàíî 10 ðàç, 136 ÷èñåë ïî 9 ðàç è åù¼ îäíî ÷èñëî
îäèí ðàç.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Çà îöåíêó áåç ïðèìåðà
6 á. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè 5 á.



3. Ìîæíî ëè îòïèëèòü îò êóáèêà ñ ðåáðîì â 20 ñì óãîëîê òàê, ÷òîáû
ñðåç èìåë ôîðìó òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè 7, 8 è 11 ñì?

Îòâåò: íåò.
Ðåøåíèå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíàÿ

ïèðàìèäà ñ ïðÿìûìè óãëàìè ïðè âåðøèíå, â îñíîâàíèè êîòîðîé òðåóãîëü-
íèê ñî ñòîðîíàìè 7, 8 è 11?

Ïóñòü äëèíû áîêîâûõ ð¼áåð a, b è c. Òîãäà, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, èìååì

a2 + b2 = 49, b2 + c2 = 64, c2 + a2 = 121.

Îòñþäà

a2 + b2 + c2 = (49 + 64 + 121)/2 = 117 < 121 = a2 + c2.

Ïðîòèâîðå÷èå!
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ.
4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ó ÷èñëà 100n2 ðîâíî 55 ðàçíûõ

íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ó ÷èñëà 10n?
Îòâåò: 18.
Ðåøåíèå. Ïóñòü m = pk11 · pk22 · . . . · p

kl
l , ãäå p1, p2, . . . , pl � ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
m ðàâíî

τ(m) = (k1 + 1)(k2 + 1) . . . (kl + 1). (∗)

Äåéñòâèòåëüíî, îáùèé äåëèòåëü ÷èñëà m èìååò âèä

d = pa11 · pa22 · . . . · p
al
l ,

ãäå äëÿ êàæäîãî i ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ai ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî ki �
âñåãî ki + 1 çíà÷åíèé. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó (∗).

×èñëî m = 100n2 èìååò õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ (2 è 5).
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî τ(m) = 5 · 11, ïîëó÷àåì â ôîðìóëå (∗) äâà ìíî-

æèòåëÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî m èìååò âèä m = 24510 èëè m = 21054. Ïðè ýòîì
n = pq4, ãäå p = 2, q = 5 èëè p = 5, q = 2. Òîãäà

10n = p2q5, τ(10n) = 3 · 6 = 18.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Ôîðìóëó (∗) ó÷àñòíèêè
îëèìïèàäû ìîãóò èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.



5.  (10 баллов)  Сопротивление проволочного контура, показанного на 

рисунке, между точками A и B  равно 15R Ом . Известно, что расстояние 

между этими точками 2 м. Найдите сопротивление 0R  одного метра 

проволоки, из которой сделан контур. 

 

Ответ: 0 15R Ом  

Решение.  Напряжение на средних вертикальных перемычках всегда равно 

нулю.                                                                                                  (3 балла) 

Следовательно, эквивалентная схема: 

 

                                                                                                                     (3 балла) 

Её сопротивление: 
0 0 0 0

1 1 1 1 1

4 2 4R R R R R
    .          (2 балла) 

Окончательный ответ: 0 15R Ом .            (2 балла) 

 

6.  (10 баллов) Снежок с температурой 0 C  запущен со скоростью v  в 

сторону стенки. При ударе расплавилось 0,02 %k   от всего снежка. 

Определите, сколько процентов снежка расплавится, если его запустить в 

сторону стенки со скоростью 
2

v
? Удельная теплота плавления снега 



330 кДж кг  . Считайте, что вся выделяемая при ударе энергия пошла на 

плавление. 

Ответ: 0,005%n  

Решение.  Закон сохранения энергии в первом случае: 
2

2 100

mv km
 . (3 балла) 

То есть скорость снежка: 132
50

k
v м c


  .                   (2 балла) 

Во втором случае: 

2

2

2 100

v
m

nm


 
 
   .            (3 балла) 

Окончательно получаем: 0,005%n .           (2 балла) 

7.  (15 баллов)  Стакан до краёв наполнен солёной водой. При этом на 

поверхности плавает пресный лёд массой 100m г . Какой объём V  воды 

выльется из стакана к моменту когда лёд растает? Поверхностным 

натяжением пренебречь. Плотность пресного льда 30,9п г см  , плотность 

солёного льда 30,95с г см  , плотность пресной воды 31пв г см  . 

Изменением суммарного объёма при смешивании двух жидкостей 

пренебречь. 

Ответ: 
35,26 см  

Решение.  Условие плавания пресного льда в солёной воде:  

1cв погр пgV gV mg   ,              (4 балла) 

где 1V  – весь объём пресного льда, cв  – плотность солёной воды. 

Условие плавания солёного льда такой же массы в солёной воде: 

2c погр cgV gV mg   ,              (4 балла) 

где 2V  – весь объём солёного льда. Солёный лёд при таянии занимает ровно 

объём погрV . Лишний объём льда, который после таяния окажется за 

пределами стакана: 1 2

п с

m m
V V

 
   .           (3 балла) 



А с учётом того, что он растает, то объём вылившейся воды: 

35,26п

п с пв

m m
V см



  

 
     

 
.            (4 балла) 

 

8.  (15 баллов)  Твёрдый стержень двигается по горизонтальному столу. В 

определённый момент времени скорость одного конца стержня 1 10v м с , а 

скорость другого 2 6v м с  и она направлена вдоль оси стержня (см. 

рисунок). Определите для этого момента времени скорость середины 

стержня. 

 

Ответ: 7,2 м с  

Решение.  У всех точек стержня есть составляющая скорости, которая 

направлена направо, равная 2v .            (4 балла) 

Следовательно, составляющая скорости, которая направлена вверх, для точки 

A: 2 2
1 2 8верт Av v v м с   .             (4 балла) 

Составляющая скорости точки B , которая направлена вверх: 

1
4

2
верт В верт Av v м с  .              (4 балла) 

Полная скорость точки B : 
2 2 2 2
2 6 4 7,2верт Вv v v м с     .       (3 балла) 
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Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Àíäðåé åõàë íà àâòîìîáèëå â àýðîïîðò ñîñåäíåãî ãîðîäà. ×åðåç ÷àñ
åçäû ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ îí ïîíÿë, ÷òî åñëè íå èçìåíèò ñêîðîñòè, òî
îïîçäàåò íà 20 ìèí. Òîãäà îí ðåçêî óâåëè÷èë ñêîðîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïóòè ïðåîäîëåë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 90 êì/÷ è ïðèåõàë
â àýðîïîðò íà 20 ìèí ðàíüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë ïåðâîíà÷àëüíî. Êàêîâî
ðàññòîÿíèå îò äîìà Àíäðåÿ äî àýðîïîðòà?

Îòâåò: 180 êì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò äîìà Àíäðåÿ äî àýðîïîðòà ðàâíî s êì,

à âðåìÿ, êîòîðîå îí õîòåë ïîòðàòèòü íà äîðîãó, 1 + t ÷àñîâ. Òîãäà

s = 60 + 60(t+
1

3
) = 60 + 90(t− 1

3
).

Îòñþäà 60t+ 20 = 90t− 30, t = 5
3
, s = 180.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Ïóñòü √

49− a2 −
√
25− a2 = 3.

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√
49− a2 +

√
25− a2.

Îòâåò: 8.
Ðåøåíèå. Ïóñòü

√
49− a2 +

√
25− a2 = x.

Ïåðåìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñ èñõîäíûì, ïîëó÷èì 24 = 3x.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
3. Ïóñòü D � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-

êà ABC. Íà êàòåòå AC âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà M , ÷òî ∠AMB = ∠CMD.

Íàéäèòå îòíîøåíèå
AM

MC
.

Îòâåò: 1 : 2.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà E � ïåðåñå÷åíèå ëó÷åé BA è DM .



Òîãäà óãëû AME è CMD ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå. Çíà÷èò, ðàâíû è óãëû
AMB è AME. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè AMB è AME ðàâíû (ïî îáùåé ñòî-
ðîíå AM è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì). Ñòàëî áûòü,
BA = EA. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê EBC. Â í¼ì òî÷êà M � ïåðåñå÷åíèå
ìåäèàí CA è ED. Ïî ñâîéñòâó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, AM :MC = 1 :
2.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
4. Ïóñòü f(x) = x3+3x2+5x+7. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí g(x) íàèìåíüøåé

ñòåïåíè òàêîé, ÷òî

f(3) = g(3), f(3−
√
3) = g(3−

√
3), f(3 +

√
3) = g(3 +

√
3).

Îòâåò: 12x2 − 19x+ 25.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí h(x) = g(x) − f(x). Îí ðàâåí íóëþ

â òî÷êàõ x = 3 è x = 3±
√
3. Ïîýòîìó h(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí

q(x) = (x− 3)(x− (3 +
√
3))(x− (3−

√
3)) =

= (x− 3)((x− 3)2 − 3) = (x− 3)(x2 − 6x+ 6) = x3 − 9x2 + 24x− 18,

òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà s(x) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

g(x)− f(x) = s(x) · (x3 − 9x2 + 24x− 18),

èëè
g(x) = x3 + 3x2 + 5x+ 7 + s(x) · (x3 − 9x2 + 24x− 18).

Ïðè s(x) = −1 ïîëó÷èì g(x) = 12x2− 19x+25. Ïðè ëþáîì äðóãîì ìíîãî-
÷ëåíå s(x) ñòåïåíü g(x) íå ìåíüøå òð¼õ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè ìíîãî÷ëåí íàéäåí,
íî íå äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü ñòåïåíè, 11 áàëëîâ.



5.  (10 баллов)  Пять одинаковых неидеальных амперметров соединены так, как 

показано на рисунке. К точкам A и Б  подсоединяют идеальный источник 

питания. Определите сумму показаний всех амперметров, если известно, что 

показания первого амперметра 1 2I мА . 

 

Ответ: 24 мА 

Решение.  В результате анализа предложенной электрической цепи можно 

сделать вывод, что:   2 1 2I I мА  .            (2 балла) 

                                   3 12 4I I мА  .           (2 балла) 

                                   5 3 1 6I I I мА   .           (2 балла) 

                                   
4 5

5
10

3
I I мА  .           (2 балла) 

Сумма показаний всех амперметров: 1 2 3 4 5 24I I I I I I мА      . (2 балла) 

6.  (15 баллов) Математический маятник подвешен вблизи вертикальной стены и 

колеблется в плоскости, параллельной стене. В стену вбит тонкий гвоздь так, что 

середина нити маятника наталкивается на него каждый раз, когда маятник 

проходит положение равновесия справа налево. Найдите длину нити, если период 

колебаний такого маятника (с помехой в виде гвоздя) 2,41T с . Ускорение 

свободного падения 210g м с . 



 

Ответ: 2 м 

Решение. Период колебаний математического маятника длиной l  определяется 

выражением 1 2
l

T
g

 .           (3 балла) 

А для маятника длиной 
2

l
 период колебаний равен 2 2

2

l
T

g
 .      (3 балла) 

Из условия задачи следует, что  1 2

2

T T
T


 .        (4 балла) 

В результате получаем  
2

2

2
2

(3 2 2)

T g
l м


 


.        (5 баллов) 

7.  (15 баллов)  В цилиндрическом сосуде на дне намерз лёд. Его температура 

0 С . Сверху налита вода, взятая при той же температуре. Сосуд внесли в тёплое 

помещение. Зависимость уровня воды в сосуде от времени приведена на графике. 

Определите исходные массы льда и воды. Площадь основания сосуда 215S см , 

плотность воды 31в г см  , плотность льда 30,9л г см  . 

 

Ответ: масса льда – 675 г , масса воды – 1050 г  



Решение. Изменение объёма воды в сосуде:  315 5 75V S h см      .  

                                           (2 балла) 

Данное изменение – это разница между объёмами исходного льда и воды, в 

которую он превратился. Л Л
Л В

Л В

m m
V V V

 
     .       (5 баллов) 

Получаем, что масса исходного льда: 675Л В
Л

В Л

V
m г

 

 

  
 


.       (3 балла) 

Конечный объём воды в сосуде: 3115 15 1725KV см   .        (2 балла) 

Следовательно, начальная масса воды: 1050В В К Лm V m г   .       (3 балла) 

8.  (10 баллов)  Имеются две лёгкие пружины равной длины, но с разными 

жёсткостями. Пружины поставили вертикально одна на другую. Сверху положили 

груз массой 100m г . В результате, конструкция оказалась сжата на 1 12,5x мм . 

После этого пружины поставили рядом друг с другом и опять сверху положили 

тот же груз. В этом случае конструкция оказалась сжата на 2 2x мм . Найдите 

жёсткости пружин. Ускорение свободного падения 210g м с . 

Ответ: 1 400
Н

k
м

  и 2 100
Н

k
м

  

Решение. В первой ситуации жёсткость получаемой конструкции 1 2
0

1 2

k k
k

k k



. 

               (2 балла) 

Условие равновесия в этом случае: 0 1k x mg .            (1 балл) 

В результате: 1 2

1 2 1

80
k k mg H

k k x м
 


.                (1 балл) 

Во второй ситуации жёсткость получаемой конструкции 1 2кk k k  .(2 балла) 

Условие равновесия в этом случае: 2кk x mg .            (1 балл) 

В результате: 1 2

2

500
mg Н

k k
x м

   .             (1 балл) 

Решая эту систему уравнений, получаем: 1 400
Н

k
м

  и 2 100
Н

k
м

 .   (2 балла) 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

9 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Âèêòîð åõàë íà àâòîìîáèëå â àýðîïîðò ñîñåäíåãî ãîðîäà. ×åðåç ïîë-
÷àñà åçäû ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷ îí ïîíÿë, ÷òî åñëè íå èçìåíèò ñêîðîñòè,
òî îïîçäàåò íà 15 ìèí. Òîãäà îí óâåëè÷èë ñêîðîñòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïóòè ïðåîäîëåë ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 80 êì/÷ è ïðèå-
õàë â àýðîïîðò íà 15 ìèí ðàíüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë ïåðâîíà÷àëüíî. Êàêîâî
ðàññòîÿíèå îò äîìà Âèêòîðà äî àýðîïîðòà?

Îòâåò: 150 êì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå îò äîìà Âèêòîðà äî àýðîïîðòà ðàâíî s êì,

à âðåìÿ, êîòîðîå îí õîòåë ïîòðàòèòü íà äîðîãó 1
2
+ t ÷àñîâ. Òîãäà

s = 30 + 60(t+
1

4
) = 30 + 80(t− 1

4
).

Îòñþäà 60t+ 15 = 80t− 20, t = 7
4
, s = 150.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
2. Ïóñòü √

25− a2 −
√
9− a2 = 3.

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√
25− a2 +

√
9− a2.

Îòâåò: 16/3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü

√
25− a2 +

√
9− a2 = x.

Ïåðåìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñ èñõîäíûì, ïîëó÷èì 16 = 3x.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 11 áàëëîâ.
3. Ïóñòü D � ñåðåäèíà ãèïîòåíóçû BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-

êà ABC. Íà êàòåòå AC âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà M , ÷òî ∠AMB = ∠CMD.

Íàéäèòå îòíîøåíèå
BM

MD
.

Îòâåò: 2 : 1.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êà E � ïåðåñå÷åíèå ëó÷åé BA è DM .



Òîãäà óãëû AME è CMD ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå. Çíà÷èò, ðàâíû è óãëû
AMB è AME. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè AMB è AME ðàâíû (ïî îáùåé ñòî-
ðîíå AM è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì). Ñòàëî áûòü,
BA = EA. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê EBC. Â í¼ì òî÷êà M � ïåðåñå÷åíèå
ìåäèàí CA è ED. Ïî ñâîéñòâó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, EM : MD =
2 : 1. Íî BM = EM (èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ AMB è AME). Îòñþäà
îòâåò.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ.
4. Ïóñòü f(x) = x3− 3x2+5x− 7. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåí g(x) íàèìåíüøåé

ñòåïåíè òàêîé, ÷òî

f(2) = g(2), f(2−
√
2) = g(2−

√
2), f(2 +

√
2) = g(2 +

√
2).

Îòâåò: 3x2 − 5x− 3.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí h(x) = g(x) − f(x). Îí ðàâåí íóëþ

â òî÷êàõ x = 2 è x = 2±
√
2. Ïîýòîìó h(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí

q(x) = (x− 2)(x− (2 +
√
2))(x− (2−

√
2)) =

= (x− 2)((x− 2)2 − 2) = (x− 2)(x2 − 4x+ 2) = x3 − 6x2 + 10x− 4,

òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà s(x) èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

g(x)− f(x) = s(x) · (x3 − 6x2 + 10x− 4),

èëè
g(x) = x3 − 3x2 + 5x− 7 + s(x) · (x3 − 6x2 + 10x− 4).

Ïðè s(x) = −1 ïîëó÷èì g(x) = 3x2−5x−3. Ïðè ëþáîì äðóãîì ìíîãî÷ëåíå
s(x) ñòåïåíü g(x) íå ìåíüøå òð¼õ.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Åñëè ìíîãî÷ëåí íàéäåí,
íî íå äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü ñòåïåíè, 11 áàëëîâ.



5.  (10 баллов) Пять одинаковых амперметров соединены так, как показано на 

рисунке. К точкам A и Б  подсоединяют идеальный источник питания. 

Определите сумму показаний всех амперметров, если известно, что показания 

второго амперметра 2 4I мА . 

 

Ответ: 48 мА 

Решение. В результате анализа предложенной электрической цепи можно сделать 

вывод, что 2 1 4I I мА  .            (2 балла) 

                                 3 22 8I I мА  .            (2 балла) 

                                 5 3 2 12I I I мА   .           (2 балла) 

                                 
4 5

5
20

3
I I мА  .           (2 балла) 

Сумма показаний всех амперметров: 1 2 3 4 5 48I I I I I I мА      . (2 балла) 

6.  (15 баллов)  Математический маятник подвешен вблизи вертикальной стены и 

колеблется в плоскости, параллельной стене. В стену вбит тонкий гвоздь так, что 

середина нити маятника наталкивается на него каждый раз, когда маятник 

проходит положение равновесия справа налево. Найдите период колебаний такого 

маятника, если длина его нити равна 2l м . Ускорение свободного падения 

210g м с . 



 

Ответ: 2,4 c  

Решение. Период колебаний математического маятника длиной l  определяется 

выражением 1 2
l

T
g

 .          (3 балла) 

А для маятника длиной 
2

l
 период колебаний: 2 2

2

l
T

g
 .        (3 балла) 

Из условия задачи следует, что 1 2

2

T T
T


 .          (4 балла) 

В результате получаем  
3 2 2

2,4
2

l
T c

g


 
   

 
.       (5 баллов) 

7.  (15 баллов) В цилиндрическом сосуде на дне намерз лёд. Его температура 

0 С . Сверху налита вода, взятая при той же температуре. Сосуд внесли в тёплое 

помещение. Зависимость уровня воды в сосуде от времени приведена на графике. 

Определите исходные массы льда и воды. Площадь основания сосуда 215S см , 

плотность воды 31в г см  , плотность льда 30,9л г см  . 

 

Ответ: масса льда – 675 г , масса воды – 1050 г  



Решение. Изменение объёма воды в сосуде 315 5 75V S h см      . (2 балла) 

Данное изменение – это разница между объёмами исходного льда и воды, в 

которую он превратился. Л Л
Л В

Л В

m m
V V V

 
     .         (5 баллов) 

Получаем, что масса исходного льда: 675Л В
Л

В Л

V
m г

 

 

  
 


.         (3 балла) 

Конечный объем воды в сосуде: 3115 15 1725KV см   .         (2 балла) 

Следовательно, начальная масса воды 1050В В К Лm V m г   .       (3 балла) 

8.  (10 баллов)  Имеются две легкие пружины равной длины, но с разными 

жёсткостями. Пружины поставили вертикально одна на другую. Сверху положили 

груз массой 3m кг . В результате, конструкция оказалась сжата на 1 40x cм . 

После этого пружины поставили рядом друг с другом и опять сверху положили 

тот же груз. В этом случае конструкция оказалась сжата на 2 7,5x cм . Найдите 

жёсткости пружин. Ускорение свободного падения 210g м с . 

Ответ: 1 300
Н

k
м

  и 2 100
Н

k
м

  

Решение. В первой ситуации жёсткость получаемой конструкции: 

1 2
0

1 2

k k
k

k k



.                (2 балла) 

Условие равновесия в этом случае: 0 1k x mg .           (1 балл) 

В результате: 1 2

1 2 1

75
k k mg H

k k x м
 


.               (1 балл) 

Во второй ситуации жёсткость получаемой конструкции: 1 2кk k k  (2 балла) 

Условие равновесия в этом случае: 2кk x mg .           (1 балл) 

В результате: 1 2

2

400
mg Н

k k
x м

   .            (1 балл) 

Решая эту систему уравнений, получаем: 1 300
Н

k
м

  и 2 100
Н

k
м

 .   (2 балла) 

 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

10 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Êîëîííà ïåõîòû ðàñòÿíóëàñü íà 1 êì. Ñòàðøèíà Êèì, âûåõàâ íà
ãèðîñêóòåðå èç êîíöà êîëîííû, äîñòèã å¼ íà÷àëà è âåðíóëñÿ ê êîíöó. Ïå-
õîòèíöû ïðîøëè çà ýòî âðåìÿ 4/3 êì. À êàêîå ðàññòîÿíèå çà ýòî âðåìÿ
ïðîåõàë ñòàðøèíà?

Îòâåò: 8/3 êì
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü êîëîííû x êì/÷, à ñòàðøèíà åõàë â k ðàç

áûñòðåå, ò. å. ñî ñêîðîñòüþ kx êì/÷. Äî êîíöà êîëîííû Êèì åõàë t1 =
1

kx−x
÷ (äâèæåíèå âäîãîíêó), à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè t2 =

1
kx+x

÷ (äâèæåíèå
íàâñòðå÷ó). Çà ýòî âðåìÿ êîëîííà ïðåîäîëåëà 4/3 êì, ò. å. x(t1+ t2) = 4/3.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ t1 è t2, ïîëó÷èì

x

kx− x
+

x

kx+ x
= 4/3;

1

k − 1
+

1

k + 1
= 4/3; 2k =

4

3
(k2 − 1).

Ó ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êî-
ðåíü k = 2. Ñòàðøèíà åäåò â 2 ðàçà áûñòðåå, ÷åì êîëîííà. Ïîýòîìó è
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îí ïðåîäîëååò, áóäåò â 2 ðàçà áîëüøå.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

a1 = 1, a2 = 2, an = an−1 − an−2 + n (ïðè n > 3). Íàéäèòå a2019.
Îòâåò: 2020.
Ðåøåíèå. Âûïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1, 2, 4, 6, 7, 7, 7, 8, 10, 12, 13, 13, 13, 14, 16, 18, 19, 19, 19, 20, 21, 23, . . .

Ìîæíî óâèäåòü çàêîíîìåðíîñòü: an+6 = an + 6. Äîêàæåì å¼. Èìååì

an+1 = an− an−1+n+1 = (an−1− an−2+n)− an−1+n+1 = −an−2+2n+1.

Çàìåíèâ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå n íà n+ 2, ïîëó÷èì

an+3 = −an + 2(n+ 2) + 1 = −an + 2n+ 5.

Òåïåðü çàìåíèì n íà n+ 3:

an+6 = −an+3 + 2(n+ 3) + 5 = an − 2n− 5 + 2(n+ 3) + 5 = an + 6.



Òåïåðü ëåãêî íàéòè îòâåò:

a2019 = a3+6·336 = a3 + 6 · 636 = 4 + 6 · 636 = 2020.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè çàêîíîìåðíîñòü ïîä-
ìå÷åíà, íî íå äîêàçàíà, òî (ïðè âåðíîì îòâåòå) 6 áàëëîâ.

3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Èçâåñòíû äëèíû åãî ñòîðîí:
AB = BC = 80, AC = 96.

Îêðóæíîñòü Q1 âïèñàíà â òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü Q2 êàñàåòñÿ Q1

è ñòîðîí AB è BC. Îêðóæíîñòü Q3 êàñàåòñÿ Q2 è òàêæå ñòîðîí AB è BC.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè Q3.

Îòâåò: 1,5.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ri � ðàäèóñ îêðóæíîñòè Qi (i = 1, 2, 3). Ëåãêî íàé-

òè r1.



Ïóñòü BD � âûñîòà. Èç òðåóãîëüíèêà ABD íàéä¼ì å¼ äëèíó:

BD =
√
AB2 − AD2 =

√
802 − 482 = 64.

Îòñþäà

r1 =
SABC

AB + AD
= 24.

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà A1BC1, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû B, ðàâíà

BD − 2r1 = 64− 48 = 16.

Ïðîâåä¼ì îáùèå âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì (ñì. ðèñ.). Òðå-
óãîëüíèê A1BC1 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðà-
âåí îòíîøåíèþ âûñîò: k = 16

64
= 1

4
. Îòñþäà r2 = kr1 = 6. Òðåóãîëüíèê

A2BC2 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó A1BC1 ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ k.
Ïîýòîìó r3 = kr2 = 1,5.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè íàéäåí òîëüêî ðà-
äèóñ 1-é îêðóæíîñòè, 4 áàëëà.

4. Äâå âåðøèíû êâàäðàòà ëåæàò íà ïàðàáîëå y = x2, à îäíà èç ñòîðîí
íà ïðÿìîé y = 2x− 17. Êàêîâà ïëîùàäü êâàäðàòà?

Îòâåò: 80 èëè 1280.
Ðåøåíèå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è

íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïðÿìàÿ l, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé 2x− y − 17 = 0, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

âèäà 2x − y + b = 0, ãäå b � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

ýòèìè ïðÿìûìè d =
|b+ 17|√

5
(äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûìè

ñïîñîáàìè). Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1(x1, y1) è M2(x1, y2), â
êîòîðûõ ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó y = x2:

y = 2x+ b = x2; x1,2 = 1±
√
1 + b; x1 − x2 = 2

√
b+ 1;

y1− y2 = 2(x1−x2) = 4
√
b+ 1; M1M

2
2 = (x1−x2)2+(y1− y2)2 = 20(b+1).

Ïðèðàâíÿâ êâàäðàòû ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè êâàäðàòà
è ìåæäó åãî ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà b

20(b+ 1) =
(b+ 17)2

5
.

Îòñþäà b = 3 èëè b = 63. Ïðè ýòîì ïëîùàäü êâàäðàòà d2 = 80 èëè
d2 = 1280.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ.



5.  (15 баллов) На рисунке приведены зависимости давления газа от его 

плотности в двух проведённых процессах. Известно, что в процессе 1 2  над 

газом была совершена работа 1 2A . Определите работу, совершаемую над 

газом в процессе 3 4 . 

 

Ответ: 3 4 1 2

1

2
A A   

Решение.   1 2  и 3 4  это изотермические процессы.        (3 балла) 

Работу в изотермическом процессе можно найти как площадь под графиком, 

построенном в координатах p V .           (2 балла) 

 

                                                                                                                     (2 балла) 

Обращает на себя внимание, что для любого значения давления объём в 

процессе 1 2  ровно в два раза больше объема в процессе 3 4 .       (3 балла) 

То есть если рассматривать малое изменение объёма в процессе 1 2 , то оно 

оказывается ровно в два раза больше малого изменения объёма в процессе 

3 4 , взятого при том же давлении: 3 4 1 2

1

2
V V    .         (3 балла) 



Получаем, что площадь под графиком 3 4  ровно в два раза меньше 

площади под графиком 1 2 . То есть  3 4 1 2

1

2
A A  .         (2 балла) 

Примечание. Решение задачи, в которой ученик получает правильный 

ответ, записав уравнение A p V   без анализа площадей под графиками в 

координатах p V , оценивается как неправильное! 

6.(10 баллов) На горизонтальной поверхности располагаются два одинаковых 

небольших неподвижных бруска массами M  каждый. Расстояние между 

ними S . В левый брусок попадает и застревает в нем горизонтально летящая 

пуля массой m. Какой должна быть скорость пули, чтобы конечное 

расстояние между брусками было также равно S . Столкновение между 

брусками абсолютно упругое. Масса пули намного меньше массы бруска 

m M . Коэффициент трения между брусками и горизонтальной 

поверхностью  , ускорение свободного падения g . 

 

Ответ: 
2M

v gS
m

  

Решение.   Закон сохранения импульса для столкновения пули с левым 

бруском:  mv M m u Mu   .            (2 балла) 

В случае абсолютно упругого удара между телами одинаковой массы 

происходит «обмен скоростями».            (3 балла) 

Закон сохранения энергии для последующего движения брусков: 

2

2
2

тр

Mu
A MgS  .              (3 балла) 

В результате, скорость пули: 
2M

v gS
m

 .          (2 балла) 

7.  (15 баллов)  Камень массой 600m г  бросили под углом   к горизонту с 

начальной скоростью 0 20v м с . При наличии силы сопротивления воздуха 

пропорциональной скорости камня (коэффициент пропорциональности 

0,1( )k Н с м  ), максимальная высота на которой оказался камень равна 

10h м . Работа силы сопротивления за этот промежуток времени равна 



30A Дж . Определите ускорение камня для самой высокой точки 

траектории. Ускорение свободного падения 210g м с . 

Ответ: 
2

10,1
м

с
  

Решение. Закон сохранения энергии в данной ситуации выглядит 

следующим образом:  
2 2
0

2 2

mv mv
mgh A   .          (3 балла) 

В результате, находим скорость в самой верхней точке: 

2 2
0

2 2 30
2 20 2 10 10 10

0,6
к

A м
v v gh

m с


         .        (3 балла) 

Ускорение, связанное с силой сопротивления, направлено против скорости, 

то есть параллельно оси ОХ, и оно равно: 
2

0,1 10 5

0,6 3
сопр к

х

F kv м
a

m m с


    . 

                                                     (3 балла) 

Ускорение, связанное с силой тяжести, направлено вертикально вниз: 

210ya g м c  .               (2 балла) 

Полное ускорение: 

2

2 2 2

2

5
10 10,1

3
x y

м
a a a

с

 
     

 
.       (4 балла) 

8.  (10 баллов) Определите сопротивление бесконечно длинной цепи, 

составленной из одинаковых резисторов 0 10R Ом . 

 

Ответ: 16,2 Ом  

Решение. Пусть сопротивление всей цепи XR . Тогда добавляя к XR  два 

резистора 0R , мы получаем следующую схему:                                     (4 балла) 



 

Её сопротивление также XR .               (1 балл) 

В результате получаем: 0
0

0

X
X

X

R R
R R

R R
 


.          (2 балла) 

Решая данное уравнение, получаем окончательный ответ: 

5 5 5 16,2XR Ом   .              (3 балла) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

10 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Êîëîííà ïåõîòû ðàñòÿíóëàñü íà 1 êì. Ñòàðøèíà Êèì, âûåõàâ íà
ãèðîñêóòåðå èç êîíöà êîëîííû, äîñòèã å¼ íà÷àëà è âåðíóëñÿ ê êîíöó. Ïå-
õîòèíöû ïðîøëè çà ýòî âðåìÿ 2 êì 400 ì. À êàêîå ðàññòîÿíèå çà ýòî âðåìÿ
ïðîåõàë ñòàðøèíà?

Îòâåò: 3 êì 600 ì
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü êîëîííû x êì/÷, à ñòàðøèíà åõàë â k ðàç

áûñòðåå, ò. å. ñî ñêîðîñòüþ kx êì/÷. Äî êîíöà êîëîííû Êèì åõàë t1 =
1

kx−x
÷ (äâèæåíèå âäîãîíêó), à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè t2 =

1
kx+x

÷ (äâèæåíèå
íàâñòðå÷ó). Çà ýòî âðåìÿ êîëîííà ïðåîäîëåëà 2,4 êì, ò. å. x(t1 + t2) = 2,4.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ t1 è t2, ïîëó÷èì

x

kx− x
+

x

kx+ x
= 2,4;

1

k − 1
+

1

k + 1
= 2,4; 2k = 2,4(k2 − 1).

Ó ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êî-
ðåíü k = 3

2
. Ñòàðøèíà åäåò â 1,5 ðàçà áûñòðåå, ÷åì êîëîííà. Ïîýòîìó è

ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îí ïðåîäîëååò, áóäåò â 1,5 ðàçà áîëüøå.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) çàäàíà òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

a1 = 1, a2 = 3, an = an−1 − an−2 + n (ïðè n > 3). Íàéäèòå a1000.
Îòâåò: 1002.
Ðåøåíèå. Âûïèøåì ïåðâûå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1, 3, 5, 6, 6, 6, 7, 9, 11, 12, 12, 12, 13, 15, 17, 18, 18, 18, 19, 21, . . .

Ìîæíî óâèäåòü çàêîíîìåðíîñòü: an+6 = an + 6. Äîêàæåì å¼. Èìååì

an+1 = an− an−1+n+1 = (an−1− an−2+n)− an−1+n+1 = −an−2+2n+1.

Çàìåíèâ â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå n íà n+ 2, ïîëó÷èì

an+3 = −an + 2(n+ 2) + 1 = −an + 2n+ 5.

Òåïåðü çàìåíèì n íà n+ 3:

an+6 = −an+3 + 2(n+ 3) + 5 = an − 2n− 5 + 2(n+ 3) + 5 = an + 6.



Òåïåðü ëåãêî íàéòè îòâåò:

a1000 = a4+6·166 = a4 + 6 · 166 = 6 + 6 · 166 = 1002.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè çàêîíîìåðíîñòü ïîä-
ìå÷åíà, íî íå äîêàçàíà, òî (ïðè âåðíîì îòâåòå) 6 áàëëîâ.

3. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Èçâåñòíû äëèíû åãî ñòîðîí:
AB = BC = 78, AC = 60.

Îêðóæíîñòü Q1 âïèñàíà â òðåóãîëüíèê ABC. Îêðóæíîñòü Q2 êàñàåòñÿ Q1

è ñòîðîí AB è BC. Îêðóæíîñòü Q3 êàñàåòñÿ Q2 è òàêæå ñòîðîí AB è BC.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè Q3.

Îòâåò: 320
81
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ri � ðàäèóñ îêðóæíîñòè Qi (i = 1, 2, 3). Ëåãêî íàé-
òè r1.



Âûñîòà BD =
√
AB2 − AD2 =

√
782 − 302 = 72. Îòñþäà

r1 =
SABC

AB + AD
= 20.

Âûñîòà òðåóãîëüíèêà A1BC1, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû B, ðàâíà

BD − 2r1 = 72− 40 = 32.

Ïðîâåä¼ì îáùèå âíóòðåííèå êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòÿì (ñì. ðèñ.). Òðå-
óãîëüíèê A1BC1 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðà-

âåí îòíîøåíèþ âûñîò: k = 32
72

= 4
9
. Îòñþäà r2 = kr1 =

80

9
. Òðåóãîëüíèê

A2BC2 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó A1BC1 ñ òåì æå êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ k.

Ïîýòîìó r3 = kr2 =
320

81
.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ. Åñëè íàéäåí òîëüêî ðà-
äèóñ 1-é îêðóæíîñòè, 4 áàëëà.

4. Äâå âåðøèíû êâàäðàòà ëåæàò íà ïàðàáîëå y = x2, à îäíà èç ñòîðîí
íà ïðÿìîé y = 2x− 22. Êàêîâà ïëîùàäü êâàäðàòà?

Îòâåò: 180 èëè 980.
Ðåøåíèå. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðàáîëà è ïðÿìàÿ èç óñëîâèÿ çàäà÷è

íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïðÿìàÿ l, ïàðàëëåëüíàÿ ïðÿìîé 2x− y − 22 = 0, çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

âèäà 2x − y + b = 0, ãäå b � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ðàññòîÿíèå ìåæäó

ýòèìè ïðÿìûìè d =
|b+ 22|√

5
(äàííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçíûìè

ñïîñîáàìè). Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M1(x1, y1) è M2(x1, y2), â
êîòîðûõ ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïàðàáîëó y = x2:

y = 2x+ b = x2; x1,2 = 1±
√
1 + b; x1 − x2 = 2

√
b+ 1;

y1− y2 = 2(x1−x2) = 4
√
b+ 1; M1M

2
2 = (x1−x2)2+(y1− y2)2 = 20(b+1).

Ïðèðàâíÿâ êâàäðàòû ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè êâàäðàòà
è ìåæäó åãî ïðîòèâîïîëîæíûìè ñòîðîíàìè, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñè-
òåëüíî ïàðàìåòðà b

20(b+ 1) =
(b+ 22)2

5
.

Îòñþäà b = 8 èëè b = 48. Ïðè ýòîì ïëîùàäü êâàäðàòà d2 = 180 èëè
d2 = 980.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 13 áàëëîâ.



5.  (15 баллов) На рисунке приведены зависимости давления газа от его 

плотности в двух проведенных процессах. Известно, что в процессе 3 4  над 

газом была совершена работа 3 4A  . Определите работу, совершаемую над 

газом в процессе 1 2 . 

 

Ответ: 1 2 3 42A A   

Решение.  1 2  и 3 4  это изотермические процессы.           (3 балла) 

Работу в изотермическом процессе можно найти как площадь под графиком, 

построенном в координатах p V .            (2 балла) 

 

                                                                                                                    (2 балла) 

Обращает на себя внимание, что для любого значения давления объём в 

процессе 1 2  ровно в два раза больше объема в процессе 3 4 .       (3 балла) 

То есть если рассматривать малое изменение объема в процессе 1 2 , то оно 

оказывается ровно в два раза больше малого изменения объема в процессе 

3 4 , взятого при том же давлении: 1 2 3 42V V    .         (3 балла) 



Получаем, что площадь под графиком 1 2  ровно в два раза больше площади 

под графиком 3 4 . То есть  1 2 3 42A A  .           (2 балла) 

Примечание. Решение задачи, в которой ученик получает правильный 

ответ, записав уравнение A p V   без анализа площадей под графиками в 

координатах p V , оценивается как неправильное! 

6.(10 баллов) На горизонтальной поверхности располагаются два одинаковых 

небольших неподвижных бруска массами M  каждый. Расстояние между 

ними S . В левый брусок попадает и застревает в нем горизонтально летящая 

пуля. Скорость пули перед попаданием в брусок v . Известно, что конечное 

расстояние между брусками было также равно S . Столкновение между 

брусками абсолютно упругое. Определите массу пули, если известно, что она 

намного меньше массы бруска. Коэффициент трения между брусками и 

горизонтальной поверхностью  , ускорение свободного падения g . 

 

Ответ: 
2M

m gS
v

  

Решение.  Закон сохранения импульса для столкновения пули с левым 

бруском:  mv M m u Mu   .            (2 балла) 

В случае абсолютно упругого удара между телами одинаковой массы 

происходит «обмен скоростями».           (3 балла) 

Закон сохранения энергии для последующего движения брусков: 

2

2
2

тр

Mu
A MgS  .              (3 балла) 

В результате, масса пули: 
2M

m gS
v

  .          (2 балла) 

7.  (15 баллов) Камень массой 800m г  бросили под углом   к горизонту с 

начальной скоростью 0 20v м с . При наличии силы сопротивления воздуха 

пропорциональной скорости камня (коэффициент пропорциональности 

0,2 ( )k Н с м  ), максимальная высота на которой оказался камень равна 

10h м . Работа силы сопротивления за этот промежуток времени равна 



40A Дж . Определите ускорение камня для самой высокой точки 

траектории. Ускорение свободного падения 210g м с . 

Ответ: 
2

10,3
м

с
  

Решение.  Закон сохранения энергии в данной ситуации выглядит 

следующим образом: 
2 2
0

2 2

mv mv
mgh A   .          (3 балла) 

В результате, находим скорость в самой верхней точке: 

2 2
0

2 2 40
2 20 2 10 10 10

0,8
к

A м
v v gh

m с


         .         (3 балла) 

Ускорение, связанное с силой сопротивления, направлено против скорости, 

то есть параллельно оси ОХ, и оно равно: 
2

0,2 10
2,5

0,8
сопр к

х

F kv м
a

m m с


    . 

                                                     (3 балла) 

Ускорение, связанное с силой тяжести, направлено вертикально вниз: 

210ya g м c  .                                                               (2 балла) 

Полное ускорение: 2 2 2 2

2
2,5 10 10,3x y

м
a a a

с
     .       (4 балла) 

8.  (10 баллов) Определите сопротивление бесконечно длинной цепи, 

составленной из одинаковых резисторов 0 50R Ом . 

 

Ответ: 81Ом  

Решение.  Пусть сопротивление всей цепи XR . Тогда добавляя к XR  два 

резистора 0R , мы получаем следующую схему:                                     (4 балла) 



 

Её сопротивление также XR .              (1 балл) 

В результате получаем: 0
0

0

X
X

X

R R
R R

R R
 


.          (2 балла) 

Решая данное уравнение, получаем окончательный ответ: 

25 25 5 81XR Ом   .             (3 балла) 

 

 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

11 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 1

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Êîëîííà ïåõîòû ðàñòÿíóëàñü íà 1 êì. Ñòàðøèíà Êèì, âûåõàâ íà
ãèðîñêóòåðå èç êîíöà êîëîííû, äîñòèã å¼ íà÷àëà è âåðíóëñÿ ê êîíöó. Ïå-
õîòèíöû ïðîøëè çà ýòî âðåìÿ 4/3 êì. À êàêîå ðàññòîÿíèå çà ýòî âðåìÿ
ïðîåõàë ñòàðøèíà?

Îòâåò: 8/3 êì
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü êîëîííû x êì/÷, à ñòàðøèíà åõàë â k ðàç

áûñòðåå, ò. å. ñî ñêîðîñòüþ kx êì/÷. Äî êîíöà êîëîííû Êèì åõàë t1 =
1

kx−x
÷ (äâèæåíèå âäîãîíêó), à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè t2 =

1
kx+x

÷ (äâèæåíèå
íàâñòðå÷ó). Çà ýòî âðåìÿ êîëîííà ïðåîäîëåëà 4/3 êì, ò. å. x(t1+ t2) = 4/3.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ t1 è t2, ïîëó÷èì

x

kx− x
+

x

kx+ x
= 4/3;

1

k − 1
+

1

k + 1
= 4/3; 2k =

4

3
(k2 − 1).

Ó ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êî-
ðåíü k = 2. Ñòàðøèíà åäåò â 2 ðàçà áûñòðåå, ÷åì êîëîííà. Ïîýòîìó è
ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îí ïðåîäîëååò, áóäåò â 2 ðàçà áîëüøå.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
9− x− 3 > x|x− 3|+ ln(1 + x).

Îòâåò: (−1; 0].
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: (−1; 9]. Îáîçíà÷èì

f(x) =
√
9− x− 3, g(x) = x|x− 3|+ ln(1 + x).

Ïðè x = 0 îáå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Ïóñòü −1 < x < 0. Òîãäà f(x) > 0, à g(x) < 0 (îáà ñëàãàåìûõ îòðèöà-

òåëüíû). Ïîýòîìó f(x) > g(x).
Åñëè æå 0 < x 6 9, òî, íàîáîðîò, f(x) < 0, à g(x) > 0 (ïåðâîå ñëàãàåìîå

íåîòðèöàòåëüíî, à âòîðîå ïîëîæèòåëüíî). Â ýòîì ñëó÷àå f(x) < g(x).
Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî f(x) > g(x) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè x ∈

(−1; 0].
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè óêàçàíî, ÷òî ÷àñòè

íåðàâåíñòâà çíàêîïîñòîÿííû íà ïîëóîñÿõ, íî íåâåðíûé îòâåò èç-çà (âîç-
ìîæíî, ÷àñòè÷íîãî) èãíîðèðîâàíèÿ ÎÄÇ, 4 áàëëà.



3. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ
ðàâíà 6, äëèíà áîêîâîãî ðåáðà 5. Ñôåðà Q1 âïèñàíà â ïèðàìèäó. Ñôåðà
Q2 êàñàåòñÿ Q1 è âñåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû. Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû
Q2.

Îòâåò:
3
√
7

49
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñû ñôåð Q1

è Q2. Ïóñòü ABCD � îñíîâàíèå ïèðàìèäû, M � âåðøèíà ïèðàìèäû, E
� öåíòð îñíîâàíèÿ, F � ñåðåäèíà CD. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà
íàéä¼ì àïîôåìó áîêîâîé ãðàíè MF è âûñîòó ïèðàìèäû h1 =ME:

MF =
√
MC2 − FC2 = 4; h =

√
MF 2 − EF 2 =

√
7.

Òåïåðü âû÷èñëèì îáú¼ì ïèðàìèäû V è å¼ ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü S:

V =
1

3
SABCD · h1 = 12

√
7; S = SABCD + 4SMCD = 36 + 4 · 12 = 84.

Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå îïðåäåëèì ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû:

r1 =
3V

S
=

36
√
7

84
=

3
√
7

7
.

Ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ñôåðå Q1, ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ
ïèðàìèäû. Îíà îòñå÷¼ò îò íå¼ ïèðàìèäó T = A1B1C1D1M . Î÷åâèäíî,
ñôåðà Q2 âïèñàíà â ýòó ïèðàìèäó. Ëåãêî íàéòè âûñîòó îòñå÷¼ííîé ïèðà-
ìèäû: h2 = h1−2r1 =

√
7
7
. Ïèðàìèäà T ïîäîáíà èñõîäíîé ñ êîýôôèöèåíòîì

k = h2

h1
= 1

7
. Â òàêîì æå îòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ è ðàäèóñû èõ âïèñàííûõ

ñôåð. Ïîýòîìó r2 = kr1 =
3
√
7

49
.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè íàéäåí òîëüêî ðà-
äèóñ 1-é ñôåðû, 4 áàëëà.

4. Ïî êðóãó çàïèñàíû 2019 ÷èñåë. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë x è
y âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |x − y| > 2, x + y > 6. Íàéäèòå íàèìåíüøóþ
âîçìîæíóþ ñóììó çàïèñàííûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 6060.
Ðåøåíèå. Èç-çà íå÷¼òíîñòè îáùåãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë íàéäóòñÿ òðè

ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñëà x, y è z òàêèõ, ÷òî x > y > z. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà
y− z > 2 è y+ z > 6, ïîëó÷èì y > 4. Òîãäà x > y+2 > 6. Íàøëîñü ÷èñëî,
íå ìåíüøåå 6. Îñòàëüíûå ÷èñëà ðàçáèâàþòñÿ íà 1009 ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë.
Ïîýòîìó ñóììà âñåõ ÷èñåë S > 6 + 1009 · 6 = 6060.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ S äîñòèãàåòñÿ, åñëè îäíî èç ÷èñåë ðàâ-
íî 6, à äàëåå, ïî êðóãó, ÷åðåäóÿñü, ñòîÿò ÷èñëà 4 è 2.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè
5 áàëëîâ, çà îöåíêó áåç ïðèìåðà 7 áàëëîâ.



5.  (10 баллов) Небольшая вагонетка с реактивным двигателем стоит на 

рельсах. Рельсы уложены в форме окружности радиусом R . Вагонетка 

стартует с места, при этом реактивная сила имеет постоянное значение. До 

какой максимальной скорости вагонетка разгонится за один полный круг, 

если её ускорение за этот промежуток времени не должно превысить 

значение a? 

Ответ:  

Решение.   Ускорение разгона вагонетки: 
2 2

1
2 4

v v
a

s R
  .        (3 балла) 

Кроме того, у вагонетки присутствует центростремительное ускорение: 

2

2

v
a

R
 .                  (1 балл) 

Полное ускорение вагонетки: .       (3 балла) 

Получаем, что конечная скорость вагонетки не может быть больше чем: 

.             (3 балла) 

6.  (10 баллов) На тонкую рассеивающую линзу, оптическая сила которой 

6рD Дптр , падает пучок света диаметром 1 10d см . На экране 

расположенном параллельно линзе наблюдается светлое пятно диаметром 

2 20d см . После замены тонкой рассеивающей линзы на тонкую 

собирающую линзу размер пятна на экране не изменился. Определите 

оптическую силу cD  собирающей линзы. 

Ответ: 18 Дптр  

Решение.   Оптическая схема, соответствующая условию:        (3 балла) 



 

Чёрным цветом изображается ход лучей после рассеивающей линзы, 

красным – после собирающей. Имеем 
1 1

6р

CD
D

  .                            (1 балл) 

Из подобия треугольников следует, что: 
1

2

CD BK

CF AL
  ,                        (1 балл)  

тогда получаем
1

2
6

DF CF CD CD CD CD      .           (1 балл) 

Из подобия треугольников следует, что: 
DE BK

FE AL
 .          (1 балл) 

Получаем, что: 
1 1

3 18
DE DF  .             (1 балл) 

В результате оптическая сила собирающей линзы:  

1
18cD Дптр

DE
  .                                                                                  (2 балла) 

7.  (15 баллов) Внутри цилиндра располагаются две пары одинаковых упоров. 

Расстояние между нижними упорами и дном 1 10l см , между нижними и 

верхними упорами 2 15l см . На нижних упорах лежит поршень с 

максимально возможной массой 10M кг , которую они способны 

выдержать. Площадь основания цилиндра 210S см . Какое минимальное 

количество теплоты Q  следует передать одноатомному идеальному газу под 

поршнем, для того чтобы поршень мог выскочить из цилиндра? Количество 

газа под поршнем 1 моль  , его начальное давление равно атмосферному 



5
0 10p Па . Толщиной поршня пренебречь. Ускорение свободного падения 

210g м с . 

 

Ответ: 127,5 Дж 

Решение.   В ходе передачи газу теплоты можно выделить три этапа. 

Во-первых, изохорное повышение давления до значения, позволяющего 

сдвинуть поршень с места: 1 0

Mg
p p

S
  .           (2 балла) 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

1 1 1 1

3 3 3 3
15

2 2 2 2

Mg
Q U R T V p l S Mgl Дж

S
        .        (3 балла) 

Второй этап – это изобарное увеличение объёма газа, в ходе которого 

поршень перемещается к верхним упорам. 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

2 2 2 1 0 2

5 5
75

2 2

Mg
Q U A p V p Sl Дж

S

 
       

 
.         (3 балла) 

Третий этап – это изохорное увеличение давления до значения, которое 

позволит выломать верхний упор: 2 0

Mg Mg
p p

S S
   .        (2 балла) 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

   3 3 1 2 1 2

3 3 3 3
37,5

2 2 2 2

Mg
Q U R T V p l l S Mg l l Дж

S
          .                       

                                                                                                                     (3 балла) 

Окончательный ответ: 1 2 3 15 75 37,5 127,5Q Q Q Q Дж       .    (2 балла) 

 



8.  (15 баллов)  Конструкция из жёстко соединенных лёгкого стержня и 

небольшого груза массой 1m кг  может совершать колебания под 

действием двух пружин с жёсткостями 1 60
Н

k
м

  и 2 10
Н

k
м

 , двигаясь при 

вращении без трения вокруг вертикальной оси О по гладкой горизонтальной 

поверхности стола. Пружины лёгкие, их оси горизонтальны, а точки 

прикрепления к стержню делят его на три равные части. В положении 

равновесия пружины не деформированы. Найдите период малых колебаний 

конструкции. 

 

Ответ: 1,9 с  

Решение.   Отклоним стержень из положения равновесия на малый угол  . 

В этом положении полная механическая энергия системы: 

2 2 2
1 1 2 2

2 2 2

k x k x mv
const   ,            (3 балла) 

где 1
3

l
x  , 2

2

3

l
x  , v l .                                                                  (2 балла) 

Продифференцируем по времени закон сохранения полной механической 

энергии: 
2 2

21 2 4
2 2 2 0

2 9 2 9 2

k l k l m
l                 ,                    (4 балла) 

1 24
0

9

k k

m
 


   .                  (1 балл) 

В результате, получаем, что циклическая частота колебаний: 

1 2
0

4

9

k k

m



 .               (3 балла) 

Период колебаний конструкции: 
0 1 2

2
6 0,6 1,9

4

m
T с

k k


 


   


.(2 балла) 

 



Ìíîãîïðîôèëüíàÿ èíæåíåðíàÿ îëèìïèàäà ¾Çâåçäà¿

ïî åñòåñòâåííûì íàóêàì

11 êëàññ Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï 2018�2019

Âàðèàíò 2

Çàäàíèÿ, îòâåòû è êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ

1. Êîëîííà ïåõîòû ðàñòÿíóëàñü íà 1 êì. Ñòàðøèíà Êèì, âûåõàâ íà
ãèðîñêóòåðå èç êîíöà êîëîííû, äîñòèã å¼ íà÷àëà è âåðíóëñÿ ê êîíöó. Ïå-
õîòèíöû ïðîøëè çà ýòî âðåìÿ 2 êì 400 ì. À êàêîå ðàññòîÿíèå çà ýòî âðåìÿ
ïðîåõàë ñòàðøèíà?

Îòâåò: 3 êì 600 ì
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü êîëîííû x êì/÷, à ñòàðøèíà åõàë â k ðàç

áûñòðåå, ò. å. ñî ñêîðîñòüþ kx êì/÷. Äî êîíöà êîëîííû Êèì åõàë t1 =
1

kx−x
÷ (äâèæåíèå âäîãîíêó), à â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè t2 =

1
kx+x

÷ (äâèæåíèå
íàâñòðå÷ó). Çà ýòî âðåìÿ êîëîííà ïðåîäîëåëà 2,4 êì, ò. å. x(t1 + t2) = 2,4.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ t1 è t2, ïîëó÷èì

x

kx− x
+

x

kx+ x
= 2,4;

1

k − 1
+

1

k + 1
= 2,4; 2k = 2,4(k2 − 1).

Ó ïîëó÷åííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êî-
ðåíü k = 3

2
. Ñòàðøèíà åäåò â 1,5 ðàçà áûñòðåå, ÷åì êîëîííà. Ïîýòîìó è

ðàññòîÿíèå, êîòîðîå îí ïðåîäîëååò, áóäåò â 1,5 ðàçà áîëüøå.
Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ.
2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

√
4− x− 2 6 x|x− 3|+ arctg x.

Îòâåò: [0; 4].
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: (−∞; 4]. Îáîçíà÷èì

f(x) =
√
4− x− 2, g(x) = x|x− 3|+ arctg x.

Ïðè x = 0 îáå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Ïóñòü x < 0. Òîãäà f(x) > 0, à g(x) < 0 (îáà ñëàãàåìûõ îòðèöàòåëüíû).

Ïîýòîìó f(x) > g(x).
Åñëè æå 0 < x 6 4, òî, íàîáîðîò, f(x) < 0, à g(x) > 0 (ïåðâîå ñëàãàåìîå

íåîòðèöàòåëüíî, à âòîðîå ïîëîæèòåëüíî). Â ýòîì ñëó÷àå f(x) < g(x).
Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî f(x) 6 g(x) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè x ∈

[0; 4].



Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè óêàçàíî, ÷òî ÷àñòè
íåðàâåíñòâà çíàêîïîñòîÿííû íà ïîëóîñÿõ, íî íåâåðíûé îòâåò èç-çà (âîç-
ìîæíî, ÷àñòè÷íîãî) èãíîðèðîâàíèÿ ÎÄÇ, 4 áàëëà.

3. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ
ðàâíà 12, äëèíà áîêîâîãî ðåáðà 10. Ñôåðà Q1 âïèñàíà â ïèðàìèäó. Ñôåðà
Q2 êàñàåòñÿ Q1 è âñåõ áîêîâûõ ãðàíåé ïèðàìèäû. Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû
Q2.

Îòâåò:
6
√
7

49
.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî ðàäèóñû ñôåð Q1

è Q2. Ïóñòü ABCD � îñíîâàíèå ïèðàìèäû, M � âåðøèíà ïèðàìèäû, E
� öåíòð îñíîâàíèÿ, F � ñåðåäèíà CD. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà
íàéä¼ì àïîôåìó áîêîâîé ãðàíè MF è âûñîòó ïèðàìèäû h1 =ME:

MF =
√
MC2 − FC2 = 8; h =

√
MF 2 − EF 2 = 2

√
7.

Òåïåðü âû÷èñëèì îáú¼ì ïèðàìèäû V è å¼ ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü S:

V =
1

3
SABCD · h1 = 96

√
7; S = SABCD + 4SMCD = 144 + 4 · 48 = 336.

Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå îïðåäåëèì ðàäèóñ âïèñàííîé ñôåðû:

r1 =
3V

S
=

288
√
7

336
=

6
√
7

7
.

Ïðîâåä¼ì êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü ê ñôåðå Q1, ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ
ïèðàìèäû. Îíà îòñå÷¼ò îò íå¼ ïèðàìèäó T = A1B1C1D1M . Î÷åâèäíî, ñôå-
ðà Q2 âïèñàíà â ýòó ïèðàìèäó. Ëåãêî íàéòè âûñîòó îòñå÷¼ííîé ïèðàìèäû:
h2 = h1 − 2r1 = 2

√
7

7
. Ïèðàìèäà T ïîäîáíà èñõîäíîé ñ êîýôôèöèåíòîì

k = h2

h1
= 1

7
. Â òàêîì æå îòíîøåíèè íàõîäÿòñÿ è ðàäèóñû èõ âïèñàííûõ

ñôåð. Ïîýòîìó r2 = kr1 =
6
√
7

49
.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 12 áàëëîâ. Åñëè íàéäåí òîëüêî ðà-
äèóñ 1-é ñôåðû, 4 áàëëà.

4. Ïî êðóãó çàïèñàíû 1001 ÷èñåë. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë x è
y âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |x − y| > 4, x + y > 6. Íàéäèòå íàèìåíüøóþ
âîçìîæíóþ ñóììó çàïèñàííûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 3009.
Ðåøåíèå. Èç-çà íå÷¼òíîñòè îáùåãî êîëè÷åñòâà ÷èñåë íàéäóòñÿ òðè

ïîäðÿä ñòîÿùèõ ÷èñëà x, y è z òàêèõ, ÷òî x > y > z. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà
y− z > 4 è y+ z > 6, ïîëó÷èì y > 5. Òîãäà x > y+4 > 9. Íàøëîñü ÷èñëî,
íå ìåíüøåå 9. Îñòàëüíûå ÷èñëà ðàçáèâàþòñÿ íà 500 ïàð ñîñåäíèõ ÷èñåë.
Ïîýòîìó ñóììà âñåõ ÷èñåë S > 9 + 500 · 6 = 3009.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ S äîñòèãàåòñÿ, åñëè îäíî èç ÷èñåë ðàâ-
íî 9, à äàëåå, ïî êðóãó, ÷åðåäóÿñü, ñòîÿò ÷èñëà 5 è 1.

Îöåíèâàíèå. Çà ïîëíîå ðåøåíèå 14 áàëëîâ. Çà ïðèìåð áåç îöåíêè
5 áàëëîâ, çà îöåíêó áåç ïðèìåðà 7 áàëëîâ.



5.  (10 баллов) Небольшая вагонетка с реактивным двигателем стоит на 

рельсах. Рельсы уложены в форме окружности радиусом R . Вагонетка 

стартует с места, при этом реактивная сила имеет постоянное значение. До 

какой максимальной скорости вагонетка разгонится за один полный круг, 

если её ускорение за этот промежуток времени не должно превысить 

значение a? 

Ответ:  

Решение.   Ускорение разгона вагонетки: 
2 2

1
2 4

v v
a

s R
  .        (3 балла) 

Кроме того, у вагонетки присутствует центростремительное ускорение: 

2

2

v
a

R
 .                 (1 балл) 

Полное ускорение вагонетки: .       (3 балла) 

Получаем, что конечная скорость вагонетки не может быть больше чем: 

.              (3 балла) 

6.  (10 баллов)  На тонкую рассеивающую линзу, оптическая сила которой 

6рD Дптр , падает пучок света диаметром 1 5d см . На экране 

расположенном параллельно линзе наблюдается светлое пятно диаметром 

2 20d см . После замены тонкой рассеивающей линзы на тонкую 

собирающую линзу размер пятна на экране не изменился. Определите 

оптическую силу cD  собирающей линзы. 

Ответ: 10 Дптр  

Решение.  Оптическая схема, соответствующая условию:        (3 балла) 



 

Чёрным цветом изображается  ход лучей после рассеивающей линзы, 

красным – после собирающей. Имеем 
1 1

6р

CD
D

  .           (1 балл) 

Из подобия треугольников следует, что: 
1

4

CD BK

CF AL
  ,                        (1 балл) 

тогда 
1

4 3
2

DF CF CD CD CD CD      .            (1 балл) 

Из подобия треугольников следует, что: 
DE BK

FE AL
 .           (1 балл) 

Получаем, что: 
1 1

5 10
DE DF  .                                                                (1 балл) 

В результате оптическая сила собирающей линзы:
1

10cD Дптр
DE

  .  

                                                                                                                     (2 балла) 

7.  (15 баллов) Внутри цилиндра располагаются две пары одинаковых упоров. 

Расстояние между нижними упорами и дном 1 20l см , между нижними и 

верхними упорами 2 25l см . На нижних упорах лежит поршень с 

максимально возможной массой 10M кг , которую они способны 

выдержать. Площадь основания цилиндра 210S см . Какое минимальное 

количество теплоты Q  следует передать двухатомному идеальному газу под 

поршнем, для того чтобы поршень мог выскочить из цилиндра? Количество 

газа под поршнем 1 моль  , его начальное давление равно атмосферному 



5
0 10p Па . Толщиной поршня пренебречь. Ускорение свободного падения 

210g м с . 

 

Ответ: 337,5 Дж 

Решение.  В ходе передачи газу теплоты можно выделить три этапа. 

Во-первых, изохорное повышение давления до значения, позволяющего 

сдвинуть поршень с места: 1 0

Mg
p p

S
  .           (2 балла) 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

1 1 1 1

5 5 5 5
50

2 2 2 2

Mg
Q U R T V p l S Mgl Дж

S
        .        (3 балла) 

Второй этап – это изобарное увеличение объёма газа, в ходе которого 

поршень перемещается к верхним упорам. 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

2 2 2 1 0 2

7 7
175

2 2

Mg
Q U A p V p Sl Дж

S

 
       

 
.         (3 балла) 

Третий этап – это изохорное увеличение давления до значения, которое 

позволит выломать верхний упор: 2 0

Mg Mg
p p

S S
   .        (2 балла) 

Количество теплоты, полученное газом в ходе этого этапа: 

   3 3 1 2 1 2

5 5 5 5
112,5

2 2 2 2

Mg
Q U R T V p l l S Mg l l Дж

S
          .  

                                                                                                                     (3 балла) 

Окончательный ответ: 1 2 3 50 175 112,5 337,5Q Q Q Q Дж       .(2 балла) 



8.  (15 баллов) Конструкция из жёстко соединенных лёгкого стержня и 

небольшого груза массой кгm 6,1  может совершать колебания под 

действием двух пружин с жёсткостями 
м

Н
k 101   и 

м

Н
k 5,72  , двигаясь при 

вращении без трения вокруг вертикальной оси О по гладкой горизонтальной 

поверхности стола. Пружины лёгкие, их оси горизонтальны, а точки 

прикрепления к стержню делят его на три равные части. В положении 

равновесия пружины не деформированы. Найдите период малых колебаний 

конструкции. 

 

Ответ: 3,8 с  

Решение.  Отклоним стержень из положения равновесия на малый угол  . В 

этом положении полная механическая энергия системы: 

2 2 2
1 1 2 2

2 2 2

k x k x mv
const   ,             (3 балла) 

где 1
3

l
x  , 2

2

3

l
x  , v l .                 (2 балл) 

Продифференцируем по времени закон сохранения полной механической 

энергии: 
2 2

21 2 4
2 2 2 0

2 9 2 9 2

k l k l m
l                 ,           (4 балла) 

1 24
0

9

k k

m
 


   .               (1 балл) 

В результате, получаем, что циклическая частота колебаний: 

1 2
0

4

9

k k

m



 .               (3 балла) 

Период колебаний конструкции: 
0 1 2

2
6 1,2 3,8

4

m
T с

k k


 


   


.(2 балла) 
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