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åÝ£ áÒÈÉÍÅÄ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÁËÔÏ×. ÷ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÅ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ (ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÍ) ÉÚÕÞÅÎ × ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ËÎÉÇÅ [1]. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÍ
ÍÅÔÏÄÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÁÈ [8] É [11].

÷ ÓÔÁÔØÅ [2] ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÍÅÔÏÄ ÍÁÓÓ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÉÐÏ×ÙÈ
ÚÁÄÁÞ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÁËÏÍ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË. ïÓÏÂÙÊ ÁËÃÅÎÔ × ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ
ÓÄÅÌÁÎ ÎÁ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÉ ÍÁÓÓ (ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÕÄÏÂÎÏ × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÓÓ).

ëÏÌÌÅËÃÉÑ ÚÁÄÁÞ, ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÛÉÒÏËÏ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÔÒÑÓÁÀÝÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÍÅÔÏÄ
ÍÁÓÓ, ÓÏ×ÓÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÌÅÔ. úÁÄÁÞÉ ×ÚÑÔÙ, ×
ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÉÚ ËÎÉÇ [1-10], Á ÔÁËÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ.

üÔÁ ÐÏÄÂÏÒËÁ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÓÎÏ×ÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÁÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÕÖ-
ËÁ (ËÁË ÛËÏÌØÎÏÇÏ, ÔÁË É ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÇÏ). ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÚÁÄÁÞ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÌÁËÏÎÉÞÎÏ.

åÓÌÉ ÔÏÞËÅ A ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÞÉÓÌÏ (ÍÁÓÓÁ) m, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
(Í. Ô.) mA (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ m ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ).

ãÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË m1A1, m2A2, . . . , mnAn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ
ÔÏÞËÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

m1
−−−→MA1 +m2

−−−→MA2 + · · ·+mn
−−−→MAn = 0: (1)

îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË A1 É A2 Ó ÍÁÓÓÁÍÉ m1 É m2 ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË
A1A2 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ m2 : m1 (ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ).

úÁÄÁÞÉ
1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÏÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ.
÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÍÅÓÔÏ (1) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÐÉÓÉ

M = c(m1A1;m2A2; : : : ;mnAn)

É
m1A1 +m2A2 + · · ·+mnAn = (m1 +m2 + · · ·+mn)M:

2. ðÕÓÔØ M = c(m1A1;m2A2; : : : ;mnAn). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O

(m1 +m2 + · · ·+mn)−−→OM = m1
−−→OA1 +m2

−−→OA2 + · · ·+mn
−−→OAn: (2)

3. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÅ ÍÁÓÓ. åÓÌÉ ÞÁÓÔØ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÏÊ,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÉÈ ÃÅÎÔÒÅ ÍÁÓÓ É ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÁÓÓÕ, ÒÁ×ÎÕÀ ÓÕÍÍÅ ÍÁÓÓ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË,
ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ.

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅ-
ÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ; ÐÒÉÞ£Í ÜÔÁ ÔÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ
ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÄÅÌÑÔÓÑ ÅÀ ÐÏÐÏÌÁÍ.

6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÓÏÔÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ËÁÖÄÁÑ
×ÙÓÏÔÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ.

7. [æÏÒÍÕÌÁ ÷ÁÎ-ïÂÅÌÑ.] ÷ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ M . ìÕÞÉ AM , BM ,
CM ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÓÔÏÒÏÎÙ BC, CA É AB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A1, B1, C1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
AC1 : C1B = p, AB1 : B1C = q. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ AM : MA1 = p+ q.

8. äÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ: A;B;C. íÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ, É ÐÏ×ÅÒ-
ÎÕÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÕÇÏÌ ×ÏËÒÕÇ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÎÏ×ÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÑ ÔÒ£È ÔÏÞÅË.
ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÔÏÞËÁ A ÐÅÒÅÛÌÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ B, Á ÔÏÞËÁ B
ÎÅ ÐÏÐÁÌÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ C. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ C ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ A?

9. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ×ÐÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎ BC, CA, AB ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A′, B′, C ′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ AA′, BB′ É CC ′ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ.

10. óÆÅÒÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ Ò£ÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ Ò£ÂÅÒ ÐÒÏ×ÅÄ£Í
ÐÒÑÍÕÀ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

11. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É BC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÏÞËÉ M É N ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,
ÐÒÉÞ£Í AM : MB = 3 : 5, BN : NC = 1 : 4. ðÒÑÍÙÅ CM É AN ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ AO : ON É CO : OM .

12. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CA ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ A1 É B1,
ÄÅÌÑÝÉÅ ÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ AB1 : B1C = a1 : a2 É BA1 : A1C = b1 : b2. ïÔÒÅÚËÉ AA1 É BB1
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚËÉ AA1 É BB1.

13. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ E ÔÁË, ÞÔÏ

AE : EB = CF : FE = k;

ÇÄÅ F | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ CE É ÍÅÄÉÁÎÙ AD. îÁÊÄÉÔÅ k.
14. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC ÏÔÍÅÞÅÎÁ ÔÏÞËÁ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ AD : DC = 2, Á

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ E É F ÔÁË, ÞÔÏ BE = EF = FC. ïÔÒÅÚÏË BD ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ
AE É AF ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ K É N . îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ KEFN , ÅÓÌÉ
SABC = 42.

15. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC É CA ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K É L; O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÏÔÒÅÚËÏ× AK É BL. îÁÊÄÉÔÅ ÐÌÏÝÁÄØ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
OLA, OAB, OBK ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 5, 6 É 7.

16. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB, BC É AC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ M , N É K
ÔÁË, ÞÔÏ AM : MB = 2 : 3, AK : KC = 2 : 1, BN : NC = 1 : 2. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÐÒÑÍÁÑ MK
ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AN?

17. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ BC, CA É AB ×ÙÂÒÁÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÞËÉ A1, B1
É C1, ÄÅÌÑÝÉÅ ÉÈ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ CA1 : A1B = a1 : a2, AB1 : B1C = b1 : b2 É BC1 : C1A = c1 : c2.
ïÔÒÅÚËÉ AA1 É B1C1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ
ÏÔÒÅÚËÉ AA1 É B1C1.

18. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÔÏÞËÁ N | ÓÅÒÅÄÉÎÁ CB, ÔÏÞËÁ Q ÄÅÌÉÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AC × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
AQ : QC = 3 : 5, ÔÏÞËÉ M É P ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ïÔÒÅÚËÉ NM É PQ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ MO : ON .

19. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ M , N , P É Q, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ CN :
NB = a1 : a2, BM : MA = d1 : d2, BP : PA = c1 : c2, AQ : QC = b1 : b2. ðÒÑÍÙÅ MN É PQ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O =∈ AB. îÁÊÄÉÔÅ ÍÁÓÓÙ m1, m2, m3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ O = c(m1A;m2B;m3C):
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20. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎ-
ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB É AC, ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ AB É BC,
É ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ ACB ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

21. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ þÅ×Ù. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÏÞËÉ A1 ∈ BC,
B1 ∈ CA, C1 ∈ BA. ïÔÒÅÚËÉ AA1, BB1 É CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

CA1
A1B

· BC1
C1A

· AB1
B1C

= 1:

22. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ íÅÎÅÌÁÑ. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÄÅÌÑÔ ÅÇÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ CB, AC É BA × ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ �, � É  ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (Ô. Å. ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á −−→CA1 = �−−→A1B, −−→AB1 = �−−→B1C, −−→BC1 = −−→C1A). ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �� = −1.

23. äÏËÁÖÉÔÅ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ûÌ£ÍÉÌØÈÁ. ðÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅ×ÉÁÎ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
(õ ÓÁÍÏÇÏ ûÌ£ÍÉÌØÈÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÞÅ×ÉÁÎ ÂÙÌÉ ×ÙÓÏÔÙ. ÷ 1860 Ç. ûÌ£ÍÉÌØÈ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ìÅÍÕÁÎÁ | ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÉÍÅÄÉ-
ÁÎ1).

24. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC; ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÅÇÏ ÍÅÄÉÁÎÙ BM ÚÁ ÔÏÞËÕ M ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ
N , ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÏÔÒÅÚËÉ AM É AB × ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÑÍÙÅ QM É NC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ R, Á ÐÒÑÍÙÅ RB É AC | × ÔÏÞËÅ S. äÏËÁÖÉÔÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï PM = MS.

25. [ôÅÏÒÅÍÁ öÅÒÇÏÎÁ.] ðÕÓÔØ ABCD | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ, Á O | ÔÏÞËÁ
×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ìÕÞÉ AO, BO, CO, DO ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÇÒÁÎÉ × ÔÏÞËÁÈ
A1, B1, C1, D1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

AO
AA1

+ BO
BB1

+ CO
CC1

+ DO
DD1

= 3:

26. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K ∈ AB, L ∈ BC, M ∈
CD, N ∈ DA, ÐÒÉÞ£Í AK : KB = DM : MC = �; BL : LC = AN : ND = �. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× KM É LN . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ NO : OL = �, KO : OM = �.

27. îÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉ K ∈ AB, L ∈ BC, M ∈ CD, N ∈ DA, ÐÒÉÞ£Í
AK : KB = DM : MC = � É BL : LC = AN : ND = �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ KM É LN
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ O, ÐÒÉÞ£Í NO : OL = �, KO : OM = �.

28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁÈ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÔ
ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÔ ÔÅÔÒÁÜÄÒ.

29. ïËÏÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ABCD, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÁÈ
K ∈ AB;L ∈ BC;M ∈ CD;N ∈ DA. ïÔÒÅÚËÉ KM É LN ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ Z. îÁÊÄÉÔÅ, ×
ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÔÏÞËÁ Z ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË KM , ÅÓÌÉ AK = a;BL = b, CM = c;DN = d.

30. þÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ D ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ABCD ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÏÔÓÅËÁÀÝÁÑ 1=n-À ÞÁÓÔØ
ÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ AB, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. ëÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ AC ÏÔÓÅËÁÅÔ ÔÁ ÖÅ ÐÒÑÍÁÑ?

31. ABCD | ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË; Q | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ CD; M | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ABCD; ÐÒÑÍÁÑ QM ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÔÏÞËÅ K. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
AK : KB, ÅÓÌÉ AD = a, BC = b.

32. ëÁÖÄÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. óÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ

1óÉÍÅÄÉÁÎÁ | ÞÅ×ÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÕÞ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÌÕÞÕ ÍÅÄÉÁÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ,
×ÙÈÏÄÑÝÅÊ ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÙ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ ÄÅ×ÑÔØ ËÌÅÔÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÓÒÅÄÎÅÊ ËÌÅÔËÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ
ÄÅ×ÑÔÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÌÏÝÁÄÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

33. ABCD | ÔÒÁÐÅÃÉÑ, ÔÏÞËÉ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ BC É AD, O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, E | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ
M , N , O É E ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

34. äÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ÷ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC × ÔÏÞËÅ T , Á
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÏÒÏÎ AB É AC × ÔÏÞËÁÈ P É Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÔÒÅÚËÉ QB É PC ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ
× ÔÏÞËÅ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, T É M ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

35. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÉÒÁÍÉÄÙ SABCD ÓÌÕÖÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD. ðÌÏÓËÏÓÔØ � ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ
ÂÏËÏ×ÙÅ Ò£ÂÒÁ SA, SB, SC É SD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ × ÔÏÞËÁÈ A1, B1, C1 É D1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
SA1 : SA = 1 : a, SB1 : SB = 1 : b, SC1 : SC = 1 : c. îÁÊÄÉÔÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ SD1 : SD.

36. ÷ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÐÉÓÁÌÉ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ ÐÏÐÁÒ-
ÎÏ ×ÎÅÛÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÏ×ÅÌÉ ÐÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ, ËÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ × ÃÅÎÔÒÁÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ,
Á ÔÁËÖÅ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. ðÕÓÔØ M = c(x1A; x2B; x3C), ÐÒÉÞ£Í x1 + x2 + x3 = 1. ôÏÇÄÁ
ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÉÍÅÅÔ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (âóë) x1, x2, x3 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Å ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
(ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ Å£ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ.

37. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.
38. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
39. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ O ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Å£ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï: x1 : x2 : x3 = SOBC : SOCA : SOAB:
40. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ | ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ:
ax1 + bx2 + cx3 = 0;

ÇÄÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ a = b = c.
41. ðÕÓÔØ I | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, × ËÏÔÏÒÏÍ BC 6= AB; D

| ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ AC; B1 | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ
B1I ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË BD ÐÏÐÏÌÁÍ.

42. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ABC, × âóë ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
a2x2x3 + b2x3x1 + c2x1x2 = 0; ÇÄÅ a = BC, b = CA, c = AB.

43. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ A1 ∈ BC, A2 ∈ A1C, B1 ∈ CA, B2 ∈
B1A, C1 ∈ AB, C2 ∈ C1B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

CA1
a = CB2

b = a+ b
a+ b+ c ; AB1

b = AC2
c = b+ c

a+ b+ c ; BC1
c = BA2

a = c+ a
a+ b+ c :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ A1C2, C1B2 É B1A2 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

44. îÁÊÄÉÔÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÆÅÒÙ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ A1A2A3A4 × âóë ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÒÁ.

ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ VABCD ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ2

×ÅËÔÏÒÏ× (−−→AB;−→AC;−−→AD). ðÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞ-
2óÍÅÛÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b, c | ÜÔÏ a ·(b×c), ÇÄÅ ÔÏÞËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,

Á ËÒÅÓÔÉË | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ | ðÒÉÍ. ÒÅÄ.
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ÎÙÍ ÏÂß£ÍÏÍ, Á ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÅÊ ÔÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→AB;−→AC;−−→AD. ôÒÏÊËÉ ×ÅËÔÏÒÏ×−−→AB;−→AC;−−→AD É −−→AB;−→AC;−−→AM ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ M É D
ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ABC. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ
×ÅÒÛÉÎ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,
ÔÏ ÓÍÅÎÉÔÓÑ ÅÇÏ ÚÎÁË.

45. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ M(x1; x2; x3; x4) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÅ-
ÔÒÁÜÄÒÁ A1A2A3A4 ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

x1 = VMA2A3A4

VA1A2A3A4
; x2 = VA1MA3A4

VA1A2A3A4
; x3 = VA1A2MA4

VA1A2A3A4
; x4 = VA1A2A3M

VA1A2A3A4
:

46. äÁÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ABCD. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÇÒÁÎÅÊ: SBCD = S1, SACD = S2,SABD = S3,
SABC = S4. îÁÊÄÉÔÅ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ.

47. [ïÌÉÍÐÉÁÄÁ 239-Ê ÛËÏÌÙ óðÂ, 2011.] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÃÅÎÔÒÏ× ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ
ÓÆÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÌÉÂÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÎÕÔÒÉ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ
ÞÅÔÙÒÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÃÅÎÔÒ ÌÀÂÏÊ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÌÅÖÉÔ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ.

49. [ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÌÏÓËÏÍ ÅÖÅ.] ëÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅËÔÏÒ,
ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

50. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ îØÀÔÏÎÁ. ÷ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ
É ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

51. [ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÖÅ.] ëÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ
×ÅËÔÏÒ, ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÏ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

52. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ ÌÀÂÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁËÉÅ ÞÉ-
ÓÌÁ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ
ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÜÔÕ ÇÒÁÎØ.

53. [ííï, 2014, ×ÔÏÒÏÊ ÄÅÎØ, 11-5.] ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ A1B1C1A2B2C2
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ AiBjCk, ÇÄÅ i; j; k = 1; 2. óÆÅÒÁ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O
ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O É ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÔÒ£È ÏÔÒÅÚËÏ× A1A2, B1B2 É
C1C2 ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ïÔ×ÅÔÙ
8. îÅÔ. 11. AO : ON = 3 : 4; CO : OM = 32 : 3. 12. AO : OA1 = a1(b1 + b2) : a2b1;

BO : OB1 = b1(a1 + a2) : a1b2. 13. 1 +
√

5
2 . 14. 5. 15. 858. 16. 6 : 7. 17. AO : OA1 = (a1 + a2)b1c2 :

(a1b1c1 + a2b2c2); B1O : OC1 = a1b1(c1 + c2) : a2c2(b1 + b2). 18. MO : ON = 6 : 13. 19. m1 =
a1b1c1d1 + a2b2c2d1

c2d1 − c1d2
;m2 = a1b1c2d1 + a2b2c2d2

c2d1 − c1d2
;m3 = a2b1: 29. KZ : ZM = ab(c + d) : cd(a + b).

30. 1
n+ 1. 31. a

2

b2 . 35. 1
a− b+ c . 37. a=P , b=P , c=P , ÇÄÅ a, b, c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ, P | ÐÅÒÉÍÅÔÒ.

38. äÌÑ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÉÎÏÊ a, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ (−a), b, c. 44.

∑
AiA2

jxixj = 0. 46. äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ xi = Si=S,
ÇÄÅ S | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÌÎÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÃÅÎÔÒÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÁ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
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òÅÛÅÎÉÑ
1. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ-

×ÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ O. ðÕÓÔØ r = −−→OM É ri = −−→OMi ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; n. ôÏÇÄÁ

∑
mi
−−−→MAi =

∑
mi(ri − r) = 0 ⇐⇒ r =

∑miri∑mi
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÁÓÓÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÔÏÞËÉ M
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Í. Ô.

2. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.
3. ÷ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (2) ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÁ ÍÁÓÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÉÒÕÅ-

ÍÙÍ ÍÁÓÓÁÍ, ÉÈ ÓÕÍÍÏÊ (ËÁË ÓÌÅ×Á ÏÔ ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÔÁË É ÓÐÒÁ×Á).
4. ðÕÓÔØ ABCD | ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË, E, F , G, H, K, N | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅ-

ÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AB, BC, CD, DA, AC, BD. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÁÈ A, B, C, D ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ
É ÂÕÄÅÍ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÉÈ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÐÏ Ä×Å Í. Ô. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ M | ÏÂÝÉÊ
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÔÏ

M = c(1A; 1B; 1C; 1D) = c(2E; 2G) = c(2F; 2H) = c(2K; 2N):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ × ÔÏÞËÁÈ E É G, F É H, K É N ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÒÁ×ÎÙÅ ÍÁÓÓÙ, ÔÏÞËÁ
M ÂÕÄÅÔ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× EG, FH É KN .

5. ÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ ×
ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A, B, C, D | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

6. ðÕÓÔØ ABCD | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÔÏÞËÁ A1 | ÃÅÎÔÒ ÇÒÁÎÉ BCD. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ. ôÏÇÄÁ 1B + 1C + 1D = 3A1 É M = c(1A; 1B; 1C; 1D) =
c(1A; 3A1). úÎÁÞÉÔ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÄÅÌÉÔ ×ÙÓÏÔÕ AA1 × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 3 : 1, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. îÏ
ÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÒ£È ×ÙÓÏÔ!

7. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ C1 = c(1A; pB), Á B1 = c(1A; qC). ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÓÉÓÔÅÍÙ Í. Ô. (1A; pB; qC) ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÁÍ AA1 É BB1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ M = c(1A; pB; qC). ïÔÓÀÄÁ
pB + qC = (p+ q)A1 É M = c(1A; (p+ q)A1).

8. ðÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ. åÓÌÉ ÖÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ
ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ, Á ÔÒÅÔØÑ ÐÏÍÅÎÑÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ.

9. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ: x = AB′ = AC ′, y = BA′ = BC ′,
z = CB′ = CA′. ðÕÓÔØ M = c(yzA; zxB; xyC). ôÏÇÄÁ M = c(y(x + z)B′; zxB) ∈ BB′. ôÏÞÎÏ ÔÁË
ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÁÍ AA′ É CC ′.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÏÞËÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ öÅÒÇÏÎÁ.
10. ðÕÓÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÓÆÅÒÅ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ A, B, C É D ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ a, b, c É d. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÓÓ
(1
aA;

1
bB;

1
cC;

1
dD

)
ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ

ËÏÎÃÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ É ÓÆÅÒÙ. úÎÁÞÉÔ,
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚËÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ
Ò£ÂÅÒ.

11. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÕ B ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÍÁÓÓÕ m2 6= 0. íÁÓÓÙ m1 É m3 ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ
N = c(m2B;m3C) É M = c(m1A;m2B). ðÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ ÄÉËÔÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m2 = 4m3 É 3m1 =
5m2.
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òÉÓ. 1.

õÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ m2 = 12. ôÏÇÄÁ m3 = 3, m1 = 20. ôÅÐÅÒØ O = c(20A; 15N), ÏÔËÕÄÁ AO :
ON = 15 : 20 = 3 : 4. ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÅÍ O = c(3C; 32M). úÎÁÞÉÔ, CO : OM = 32 : 3. îÁ ÒÉÓ. 1
ÍÁÓÓÙ | ÞÉÓÌÁ × ËÒÕÖÏÞËÁÈ.

12. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÌÓÑ ×
ÔÏÞËÅ O. ÷ÏÔ ËÁË ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÉÞØ. åÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ

B1 = c(m1A;m3C); (3)

ÔÏ, ÚÁÍÅÎÉ× ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ m1A É m3C ÉÈ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÍÅÓÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÈ
ÔÒ£È Ä×Å Í. Ô. m2B É (m1 + m3)B1 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
BB1. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÅÓÌÉ

c(m2B;m3C) = A1; (4)
ÔÏ c(m1A;m2B;m3C) ∈ AA1. ðÏÓËÏÌØËÕ O = AA1 ∩ BB1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ O = c(m1A;m2B;m3C).
õÓÌÏ×ÉÑ (3) É (4), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

m1a1 = m3a2; m2b1 = m3b2: (5)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÅ
ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å m3 ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×
(5) Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÍÁÓÓÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. õÄÏÂÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ m3 = a1b1. ôÏÇÄÁ m1 = a2b1 É
m2 = a1b2.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ ÎÁÊÄÅÎÏ, ÌÅÇËÏ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓÙ ÚÁÄÁÞÉ.
ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(a1b2B; (a2b1 +a1b1)B1), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ BO : OB1 = b1(a1 +a2) : a1b2.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ AO : OA1 = a1(b1 + b2) : a2b1.

13. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÂÙÌ × ÔÏÞËÅ F .
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ A É B, ÂÙÌ ×
ÔÏÞËÅ E, Á × ÔÏÞËÁÈ C É B | × ÔÏÞËÅ D. ðÏÓËÏÌØËÕ AE : EB = k, ÍÁÓÓÁ × ×ÅÒÛÉÎÅ B ÄÏÌÖÎÁ
ÂÙÔØ × k ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÔÏÞËÅ A. ôÁË ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ C É K. éÔÁË,
F = c(1A; kB; kC) = c((1 + k)E; kC). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ CF : FE = k, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ k2 = k+1, ÏÔËÕÄÁ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÔ×ÅÔÏÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÓÌÕÖÉÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÚÏÌÏÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

14. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ, × ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
ÔÏÞËÉ K É N ÄÅÌÑÔ ÏÔÒÅÚËÉ AE É AF , ÐÏÓËÏÌØËÕ

SKEFN =
(

1− AK
AE · ANAF

)
SAEF ; SAEF = 1

3SABC :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N = c(1A; 2C; 1B) = c(1A; 3F ). ïÔÓÀÄÁ AN = 3
4AF . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, K =

c(1A; 2C; 4B) = c(1A; 6E) É AK = 6
7AE.
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15. úÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ BO : OL = SBOA : SOLA = 6 : 5 É AO : OK = SAOB : SKOB = 6 : 7.
ðÏÄÂÅÒ£Í ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ x, y É z, ÞÔÏÂÙ O = c(xA; yB; zC). îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ
L = c(xA; zC) É K = c(yB; zC). ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(yB; (x + z)L) É BO : OL = 6 : 5, ÉÍÅÅÍ
6y = 5(x+ z). á ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ O = c(xA; (y + z)K) É AO : OK = 6 : 7 ÐÏÌÕÞÁÅÍ 6x = 7(y + z).
éÚ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x = 77z É y = 65z. ïÔÓÀÄÁ CL = 77LA, SBCL = 77SALB,
SABC = 78SALB = 78 · 11 = 858:

16. îÁÊÄ£Í ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏ O = c(m1A;m2B;m3C). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ O ∈ AN ⇐⇒ N =
c(m2B;m3C). úÎÁÞÉÔ, m2 = 2m3. þÔÏÂÙ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË KM ,
ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ m1 ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ m′

1 É m′′
1 ÔÁË, ÞÔÏ M = c(m′

1A;m2B) É K = c(m′′
1;m3C).

ïÔÓÀÄÁ 2m′
1 = 3m2 É 2m′′

1 = m3. ðÏÌÏÖÉÍ m3 = 2. ôÏÇÄÁ m2 = 4, m′
1 = 6, m′′

1 = 1. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ × O | ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ AN É KM .

òÉÓ. 2.

éÍÅÅÍ O = c(7A; 6N). úÎÁÞÉÔ, AO : ON = 6 : 7.
17. ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ.
òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÚÁÌÓÑ × ÔÏÞËÅ O.

íÁÓÓÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ B É C ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ

A1 = c(m2B;m3C): (6)

üÔÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÅ ÃÅÎÔÒÁ ÍÁÓÓ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AA1. á ×ÏÔ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ
ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ É ÐÒÑÍÏÊ B1C1, ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ A, Ô. Å. ÂÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁËÉÅ Ä×Å ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ m′

1A É m′′
1A, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ

B1 = c(m′′
1A;m3C); C1 = c(m′

1A;m2B): (7)

éÚ (6) É (7) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÒÙÞÁÇÁ ×Ù×ÏÄÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

m2a2 = m3a1; m′
1c2 = m2c1; m′′

1b1 = m3b2:

õÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ m2 = a1b1c2. ôÏÇÄÁ m3 = a2b1c2, m′
1 = a1b1c1, m′′

1 = a2b2c2. ðÏÓËÏÌØËÕ

O = c((m′
1 +m′′

1)A1;m2B +m3C) = c((a1b1c1 + a2b2c2)A; (a1b1c2 + a2b1c2)A1);

ÐÏÌÕÞÁÅÍ
AO
OA1

= (a1 + a2)b1c2
a1b1c1 + a2b2c2

:
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ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÉÚ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÍÁÓÓ

O = c(m′
1A+m2B;m′′

1A+m3C) = c((a1b1c1 + a1b1c2)C1; (a2b2c2A+ a2b1c2)B1)

ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
B1O
OC1

= a1b1(c1 + c2)
a2c2(b1 + b2) :

18. îÁÊÄ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (xA; yB; zC), ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞËÅO (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3.

òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ A (x = x1 + x2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Q = c(x1A; zC) É P = c(x2A; yB). ðÏ
ÄÁÎÎÏÍÕ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÏÔÒÅÚËÏ× ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ x1 = 5

3z É x2 = 1
2y.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ B (y = y1 + y2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ M = c(y1B; xA) É N =
c(y2B; zC). ïÔÓÀÄÁ y1 = 1

2x É y2 = z. éÍÅÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

x = 5
3z + 1

2y; y = 1
2x+ z:

ðÕÓÔØ z = 3. ôÏÇÄÁ x = 26
3 , y = 22

3 . äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, × ËÁËÏÍ ÔÏÞËÁ O ÄÅÌÉÔ MN ,
ÎÁÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÍÁÓÓÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÏË y1B+xA É y2B+ zC. ðÏÓËÏÌØËÕ
y1 = x

2 = 13
3 , Á y2 = z = 3, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

13
3 B + 26

3 A = 13M ; 3B + 3C = 6N:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, O = c(13M; 6N). úÎÁÞÉÔ, MO : ON = 6 : 13.
19. ðÕÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (xA; yB; zC).

òÉÓ. 4.
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òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ x = x1 + x2 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ P = c(x1A; yB) É Q = c(x2A; zC). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÌÖÎÙ
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x1c2 = yc1 É x2b1 = zb2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÐÏÐÁÄ£Ô ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ
PQ. á ÄÌÑ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ MN ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÝÅÐÌÑÔØ ÍÁÓÓÕ × ×ÅÒÛÉÎÅ B:

y = y1 + y2; c(y1B; xA) = M ; c(y2B; zC) = N ; y1d1 = xd2; y2a2 = za1:

ó ÕÞ£ÔÏÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ:

x = x1 + x2 = c1
c2
y + b2

b1
z; y = y1 + y2 = d2

d1
x+ a1

a2
z:

îÉÞÔÏ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÎÁÍ ×ÚÑÔØ z = a2b1 (×ÅÄØ ×ÓÅ ÍÁÓÓÙ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ). ôÏÇÄÁ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÍÉ:

x = c1
c2
y + a2b2; y = d2

d1
x+ a1b1: (8)

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ M É P ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÄÅÌÑÔ ÓÔÏÒÏÎÕ BA ×
ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ: c1

c2 6=
d1
d2

. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ (8) ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ

x = a1b1c1d1 + a2b2c2d1
c2d1 − c1d2

; y = a1b1c2d1 + a2b2c2d2
c2d1 − c1d2

:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ëÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × [2], ÄÌÑ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÍÁÓÓ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: x + y + x =
0 ⇐⇒ MN ‖ PQ. úÎÁÞÉÔ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ.

20. ðÌÁÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ: ÎÁÊÄ£Í ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÃÅÎÔÒ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ Ä×ÕÍ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ
ÏÎ ÌÅÖÉÔ É ÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÑÍÏÊ.

òÉÓ. 5.
ðÕÓÔØ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, a = BC, b = CA, c = AB. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ l ÕÇÌÁ C ÄÅÌÉÔ

ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ b : a, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÕ A
ÍÁÓÓÕ a, Á × ×ÅÒÛÉÎÕ B ÍÁÓÓÕ b, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ z ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ c(aA; bB; zC) ÌÅÖÉÔ ÎÁ l. þÔÏÂÙ
ÜÔÏÔ ÃÅÎÔÒ ÌÅÖÁÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ MN , ÇÄÅ M É N | ÓÅÒÅÄÉÎÙ AB É AC, ÍÁÓÓÁ b ÄÏÌÖÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÔØ
ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ b = a+ z, ÏÔËÕÄÁ z = b− a. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ E = l ∩MN , ÔÏ E = c(aA; bB; (b− a)C).

ðÕÓÔØ P É Q | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ AB É AC (ÒÉÓ. 5). ëÁË
ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, AP = AQ = p−a, BP = p− b, CP = p− c, ÇÄÅ p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
þÔÏÂÙ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ E ÌÅÖÁÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ PQ, ÍÁÓÓÁ a ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÔÁËÏÊ
ÓÕÍÍÙ a = a1 + a2, ÞÔÏ c(a1A; bB) = P É c(a2A; (b− a)C) = Q. ðÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ

a2(p− a) = b(p− b); a1(p− a) = (b− a)(p− c):
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úÎÁÞÉÔ, ÄÏÌÖÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

a = p− b
p− a · b+ p− c

p− a · (b− a):

é ÏÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.
éÔÁË, ÎÁÍÅÞÅÎÎÙÊ ÐÌÁÎ ÏÓÕÝÅÓÔ×Ì£Î. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
21. ðÕÓÔØ O = CC1 ∩ AA1. òÁÚÍÅÓÔÉÍ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ, ÞÔÏ ÉÈ

ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a1 = AB1, a2 = B1C, b1 = BC1, b2 = C1A, c1 = AB1,
c2 = B1C. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ (a1b1A; a1b2B; a2b2C)
(ÒÉÓ. 6).

òÉÓ. 6.
åÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

CA1
A1B

· BC1
C1A

· AB1
B1C

= 1; (9)

ÔÏ a1b1c1 = a2b2c2 É c(a1b1A; a2b2C) = B1. îÏ ÔÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ O ÄÏÌÖÅÎ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ BB1,
ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÙÅ AA1, BB1 É CC1 ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ BB1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O, ÔÏ B1 = c(a1b1A; a2b2C), ÞÔÏ ×ÎÏ×Ø ÄÁ£Ô
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1b1c1 = a2b2c2, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÅ (9).

22. åÓÌÉ ÍÁÓÓÕ z ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÝÅÐÉÔØ ÎÁ ÍÁÓÓÙ z1 É z2 ÔÁË, ÞÔÏ c(z1C; xA) = B1 É c(z2C; yB) =
A1, ÔÏ c(xA; yB; zC) ∈ A1B1.

÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. ðÕÓÔØ D = c(xA; yB; zC) ∈ A1B1. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ m′ É m′′,
ÞÔÏ D = c(m′A1;m′′B1) É m′ + m′′ = x + y + z. ôÅÐÅÒØ ÐÏ x É y ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÓÓÙ z1 É z2, ÔÁËÉÅ
ÞÔÏ c(z1C; xA) = B1 É c(z2C; yB) = A1. ðÒÉ ÜÔÏÍ z1 + x = m′′, z2 + y = m′, ÏÔËÕÄÁ Ó ÕÞ£ÔÏÍ
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍ, ÞÔÏ z = z1 + z2.

éÔÁË, ÃÅÎÔÒ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË (xA; yB; zC) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÏÊ A1B1 ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÝÅÐÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ z = z1 + z2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ c(z1C; xA) = B1 É
c(z2C; yB) = A1, ÉÌÉ

z1
−−→B1C + x−−→B1A = 0; z2

−−→A1C + y−−→A1B = 0: (10)

åÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ −−→AB1 = �−−→B1C É −−→CA1 = �−−→A1B, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (10) ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ z1 = �x É z2 = y

� . éÔÏÇ ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ×ÙËÌÁÄÏË:

c(xA; yB; zC) ∈ A1B1 ⇐⇒ z = �x+ y
� : (11)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

c(xA; yB; zC) ∈ B1C1 ⇐⇒ x = y + z
�: (12)
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ôÏÞËÉ A1, B1 É C1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÐÒÑÍÙÅ A1B1
É B1C1, ÔÏ ÅÓÔØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ (11){(12), ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

z = �x+ y
� ; x = y + z

�:

ïÔÓÀÄÁ z = �(y + z
�) + y

� = �y + z + y
� , ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ � + 1

� = 0, ÉÌÉ �� = −1, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

23. ðÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ AA1, BB1 É CC1 É ÞÉÓÌÁ m1, m2, m3 ×ÙÂÒÁÎÙ
ÔÁË, ÞÔÏ M = c(m1A;m2B;m3C). ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ A2, B2, C2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ
BC, CA, AB, Á A3, B3, C3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÅ×ÉÁÎ. ðÏÌÏÖÉÍ O = c(m1(m2 +
m3)A;m2(m1 +m3)B;m3(m1 +m2)C). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

m1(m2 +m3)A+m2(m1 +m3)B +m3(m1 +m2)C =

= m1(m2 +m3)A+m1(m2B +m3C) +m2m3(1B + 1C) =

= m1(m2 +m3)A+m1(m2 +m3)A1 + 2m2m3A2 =

= 2m1(m2 +m3)A3 + 2m2m3A2:
úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ O ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ A2A3. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ O ÌÅÖÉÔ É ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ
B2B3 É C2C3.

24. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÉ A É C ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÍÁÓÓÙ, Á × ÔÏÞËÉ B É N ÔÁËÉÅ ÍÁÓÓÙ x É y, ÞÔÏ
Q = c(1A; xB) É M = c(xB; yN) (ÒÉÓ. 7).

òÉÓ. 7.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÖÅ M = c(1A; 1C), ÉÍÅÅÍ ÔÅÐÅÒØ

M = c(1A; xB; 1C; yN) = c((1 + x)Q; 1C; yN):

ïÔÓÀÄÁ R = c(1C; yN). ðÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÁÈ A, B É N , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

c(1A; xB; yN) = c((1 + x)Q; yN) ∈ QN; c(1A; xB; yN) = c(1A; (x+ y)M) ∈ AM;

ÏÔËÕÄÁ c(1A; xB; yN) = QN ∩ AM = P . á ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÍÁÓÓ (1C; xB; yN) ÐÒÉ-
×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ

c(1C; xB; yN) = c((1 + y)R; xB) ∈ BR; c(1C; xB; yN) = c(1C; (x+ y)M) ∈ CM;

ÏÔËÕÄÁ c(1C; xB; yN) = BR∩CM = S. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÙ (1A; 1C; 2xB; 2yN).
ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, M = c(1A; 1C) É M = c(2xB; 2yN), ÏÔËÕÄÁ M = c(1A; 1C; 2xB; 2yN). ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, 1A+xB+yN = (1+x+y)P É 1C+xB+yN = (1+x+y)S. úÎÁÞÉÔ, M = c

(
(1+x+y)P ,
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(1 + x+ y)S
)
. ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ P É S ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ

M . ðÏÜÔÏÍÕ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PS.
25. ðÕÓÔØ O = c(m1A;m2B;m3C;m4D), ÐÒÉÞ£Í m1 + m2 + m3 + m4 = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ

ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ A1, B1, C1, D1 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÍÁÓÓ ÇÒÁÎÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ.
îÁÐÒÉÍÅÒ,

m2B +m3C +m4D = (m2 +m3 +m4)A1 = (1−m1)A1:

ðÏÓËÏÌØËÕ O = c(m1A; (1−m1)A1), ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÒÙÞÁÇÁ ÉÍÅÅÍ

m1 ·AO = (1−m1) ·OA1;

ÉÌÉ m1 ·AO = (1−m1) · (AA1 −AO), ÏÔËÕÄÁ AO
AA1

= 1−m1. óÌÏÖÉ× ÜÔÏ É ÔÒÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÅÍÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÉÍÅÅÍ

AO
AA1

+ BO
BB1

+ CO
CC1

+ DO
DD1

= 1−m1 + 1−m2 + 1−m3 + 1−m4 = 4− 1 = 3:

26. éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ c(1A;�B) = K, c(�D;��C) = M ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

c(1A;�B;��C; �D) ∈ KM:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, c(1A;�B; ��C; �D) ∈ LN . úÎÁÞÉÔ,

O = c(1A;�B;��C; �D) = c((1 + �)K;�(1 + �)M) = c((1 + �)N;�(1 + �)L):

ïÔÓÀÄÁ KO : OM = �, NO : OL = �.
27. ÷ ÒÅÛÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A, B, C É D ÌÅÖÁÔ ×

ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ A, B, C, D | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.
28. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÔ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÁÑ ÛÁÒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ

×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ×ÉÄÎÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÏÄ ÏÓÔÒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r1, r2, r3, r4
×ÅËÔÏÒÙ, ÉÄÕÝÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ O Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÏÐÁÒÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ
ÏÓÔÒÙÅ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. òÁÚÍÅÓÔÉÍ ×
×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÔÁËÉÅ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ) ÍÁÓÓÙ m1, m2, m3, m4, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÁ O ÓÔÁÌÁ ÃÅÎ-
ÔÒÏÍ ÍÁÓÓ. ôÏÇÄÁ m1r1 + m2r2 + m3r3 + m4r4 = 0: õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓËÁÌÑÒÎÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ r1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ (ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÁ, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ).

29. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÁÓÓÕ, ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ
ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ

Z = c
(1
aA;

1
bB;

1
cC;

1
dD

)
=

((1
a + 1

b

)
K;

(1
c + 1

d

)
M

)
:

ïÔÓÀÄÁ
KZ
ZM =

1
c + 1

d
1
a + 1

b
= ab(c+ d)
cd(a+ b) :

30. ðÕÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ AB × ÔÏÞËÅ K, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌØ AC |
× ÔÏÞËÅ N . ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ O | ÃÅÎÔÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ N = c((n− 1)A; 1B; 1D) =
c((n− 1)A; 2O). ïÔÓÀÄÁ AN : AO = 2 : (n+ 1) É AN : AC = 1 : (n+ 1).

31. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ MD = x, MA = z, MB = y, MC = t. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ADM
É BCM ÉÍÅÅÍ x : t = z : y = a : b. òÁÚÕÍÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ
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ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÂÙÌ × ÔÏÞËÅ M É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÓÓÙ × ÔÏÞËÁÈ C É D ÂÙÌÉ
ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. éÍÅÅÍ M = c(yzC; ytA) = c(yzD; xzB). ïÔÓÀÄÁ K = c(ytA; xzB) É

AK
KB = xz

yt = x
t ·

z
y = a

b ·
a
b = a2

b2 :

32. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ A1; A2; : : : ; D3; D4 (ÒÉÓ. 8).

òÉÓ. 8.

óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ SA1B1B2A2 = 1
3SABCD.

ðÕÓÔØ H, H1, H2 | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞÅË B, B1 É B2 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ
AD. ôÏÇÄÁ H2HBB2 | ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÔÒÁÐÅÃÉÑ, Á H1B1 | Å£ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ. ïÔÓÀÄÁ B1H1 =
1
2(BH +B2H2) É SA1B1A2 = 1

2(SABA1 + SA2B2D). ôÁË ÖÅ É SA2B1B2 = 1
2(SA1BB1 + SDB2C). óÌÏÖÉ×

ÜÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÌÕÞÉÍ SA1B1B2A2 = 1
2(SABB1A1 + SB2CDA2), ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ.

éÚ ÚÁÄÁÞÉ 26 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× K É L, N É M ÄÅÌÑÔ
ÏÔÒÅÚËÉ A1B1 É A2B2 ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ

SKLMN = 1
3SA1B1B2A2 = 1

9SABCD:

33. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ a = AD, b = BC. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BOC É
DOA ÉÍÅÅÍ O = c(aC; bA) = c(aB; bD). ïÔÓÀÄÁ

O = c(bA; aB; aC; bD) = c(2aM; 2bN) ∈MN:

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, E = c(−aB; bA) = c(−aC; bD) É

E = c(bA;−aB;−aC; bD) = c(−2aM; 2bN) ∈MN:

34. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a = AP = AQ, b = BP = BT , c = CQ = CT . ôÏÇÄÁ AB = a − b, AC = a − c.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ A, P , Q, ÃÅÎÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞËÅ M . éÍÅÅÍ
c(bcA; c(a− b)P ) = B, c(bcA; b(a− c)Q) = C. ðÏÜÔÏÍÕ c(bcA; c(a− b)P; b(a− c)Q) = QB ∩PC = M .
ðÒÉ ÜÔÏÍ bcA+ c(a− b)P + b(a− c)Q = (ab+ac− bc)M . ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, bcA+ c(a− b)P = acB,
bcA+ b(a− c)Q = abC, acB + abC = a(b+ c)T . ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÍÁÓÓÙ, ÉÍÅÅÍ

2bcA+ c(a− b)P + b(a− c)Q = bcA+ (ab+ ac− bc)M = a(b+ c)T:

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ) ÍÁÓÓ × ÔÏÞËÁÈ A É M ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÔÏÞËÅ
T . üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ T ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ AM .

35. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ,

1A+ (a− 1)S = aA1; 1B + (b− 1)S = bB1; 1C + (c− 1)S = cC1:
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ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ABCD | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, 1A + (−1)B + 1C = 1D. ðÕÓÔØ M =
c(aA1;−bB1; cC1). ôÏÇÄÁ M ∈ �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

(a− b+ c)M = 1A+ (a− 1)S − (1B + (b− 1)S) + 1C + (c− 1)S =

= (1A− 1B + 1C) + (a− b+ c− 1)S = 1D + (a− b+ c− 1)S:
úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ M ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ DS. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ M = � ∩ DS = D1. ðÏÓËÏÌØËÕ D1 =
c(1D; (a− b+ c− 1)S), ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï SD1

D1D
= 1
a− b+ c− 1, ÏÔËÕÄÁ SD1

SD = 1
a− b+ c .

36. ðÕÓÔØ A1A2A3 | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ

M = c
(
−1
r I;

1
r1
I1;

1
r2
I2;

1
r3
I3

)
;

ÇÄÅ I É r | ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ii É ri | ÃÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÏÊ × i-Ê ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (i = 1; 2; 3). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bi ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÕÇÌÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ i-ÇÏ ÕÇÌÁ. ôÏÇÄÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, B1 = c

(
1
r2 I2; 1

r3 I3
)

. îÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù-
×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ A1 = c

(
− 1
r1 I1; 1

r I
)

. úÎÁÞÉÔ, M | ÃÅÎÔÒ Ä×ÕÈ ÍÁÓÓ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÔÏÞËÁÈ A1 É
B1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, M ∈ A1B1. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÙÍ
A2B2 É A3B3.

37. ðÕÓÔØ ABC | ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ a = BC, b = CA, c = AB.
ãÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ I ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ AA1. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ I = c(xA; yB; zC), ÔÏ
A1 = c(yB; zC). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ y : z = b : c. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ x : y = a : b. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÃÅÎÔÒÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÌÉÎÁÍ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

38. ðÕÓÔØ I É I1 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÃÅÎÔÒÙ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ, ËÁÓÁÀ-
ÝÅÊÓÑ ÓÔÏÒÏÎÙ BC; Á r É r1 | ÒÁÄÉÕÓÙ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ rr1 = b+ c− a

a+ b+ c ,
ÇÄÅ a = BC, b = CA, c = AB. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, I = c(aA; bB; cC), ÏÔËÕÄÁ

(a+ b+ c)−→AI = b−−→AB + c−→AC:
ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ I1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ A, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ x, ÞÔÏ
I1 = c(xA; bB; cC). ðÒÉ ÜÔÏÍ

(x+ b+ c)−−→AI1 = b−−→AB + c−→AC:
úÎÁÞÉÔ,

(a+ b+ c)−→AI = (x+ b+ c)−−→AI1: (13)
åÓÌÉ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÉÚ ÔÏÞÅË I É I1 ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ AB, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÏÔËÕÄÁ AI : AI1 = r : r1, Ô.Å. r1

−→AI = r−−→AI1, ÉÌÉ (ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÄÉÕÓÏ× r1r )

(a+ b+ c)−→AI = (b+ c− a)−−→AI1: (14)
éÚ (13) É (14) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = −a.

39. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÞÅ×ÉÁÎ AA′, BB′, CC ′. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
SOAB
SOBC

= SB′AB
SB′BC

= dA
dC

= AB′
B′C ;

ÇÄÅ dA É dC | ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÔÏÞÅË A É C ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ BB′. åÓÌÉ
O = c(xA; yB; zC), ÔÏ B′ = c(xA; zC). ïÔÓÀÄÁ x : z = B′C : AB′ = SOBC : SOAB. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅ×ÉÁÎÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ

x : y = SOBC : SOCA:
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40. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ M(x1; x2; x3), ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ax1 + bx2 + cx3 = 0. èÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÅ
ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÕÓÔØ b 6= c. ôÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ x3 = 1− x1 − x2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(a− c)x1 + (b− c)x2 + c = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù×ÏÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ x2 ÏÔ x1:

x2 = l1x1 +m1:

éÍÅÅÍ ÔÁËÖÅ x3 = 1−x1−x2 = l2x1+m2. õÓÌÏ×ÉÅ M = c(x1A; x2B; x3C) ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ −−→OM = x1

−→OA+ x2
−−→OB + x3

−−→OC:
ó ÕÞ£ÔÏÍ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ,

−−→OM = x1
−→OA+ (l1x1 +m1)−−→OB + (l2x1 +m2)−−→OC = x1r0 + s;

ÇÄÅ r0 É s | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÚÁÐÉÓØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ × ×ÅËÔÏÒ-
ÎÏÍ ×ÉÄÅ.

ïÂÒÁÔÎÏ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ l. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÔÏÞËÁ
A, Á l ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÙÅ AB É AC × Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ K É N . åÓÌÉ M ∈ l, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÍÁÓÓ z1 É z2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï M = c(z1K; z2N). ðÏ z1 É z2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÁÓÓÙ x′1, x2,
x′′1, x3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z1K = x2B + x′1A É z2N = x3C + x′′1A, ÐÒÉÞ£Í x′1 = k1x2, x′′1 = k2x3, ÇÄÅ
ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔÙ k1 É k2 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÉ K É N ÄÅÌÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ
ÏÔÒÅÚËÉ AB É AC. ðÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ k1 6= −1 É k2 6= −1, úÎÁÞÉÔ, M = c((x′1+x′′2)A; x2B; x3C)
É x1 = x′1 + x′′1 = k1x2 + k2x3, Ô. Å. ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÍ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ

x1 − k1x2 − k2x3 = 0;
× ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÅÎÔ ÐÒÉ x1 ÏÔÌÉÞÅÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ x2.

41. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. úÁÐÉÓØ M(x1; x2; x3) ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ M = c(x1A; x2B; x3C) É x1+x2+x3 = 1.
éÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ:

A(1; 0; 0); B(0; 1; 0); C(0; 0; 1); B1

(1
2 ; 0;

1
2

)
; I

( a
2p;

b
2p;

c
2p

)
; D

(p− c
b ; 0; p− a

b

)
;

ÇÄÅ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, a = BC, b = CA, c = AB, p = a+b+c
2 . õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ BD:

(p− a)x1 = (p− c)x3: (15)

ðÕÓÔØ �x1+�x2+x3 = 0 | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ B1I. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÐÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ.
ðÏÄÓÔÁ×É× × ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË B1 É I, ÐÏÌÕÞÉÍ

�+  = 0; �a+ �b+ c = 0:

ïÔÓÀÄÁ �(a− c) + �b = 0 É ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ � = b, � = c− a É  = −b. éÔÁË, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ
B1I:

bx1 + (c− a)x2 − bx3 = 0: (16)
ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,

x1 + x2 + x3 = 1: (17)
òÅÛÉ× ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒ£È ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (15){(17) Ó ÔÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÎÁÊÄ£Í ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉ-
ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ BD É B1I: x1 = p− c

2b , x2 = 1
2, x3 = p− a

2b .
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 = 1

2 É ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÔÒÅÚÏË BD.
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42. ÷×ÅÄ£Í ×ÅËÔÏÒÙ r1 = −→OA, r2 = −−→OB, r3 = −−→OC, ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÙ R | ÒÁÄÉÕÓÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ÷ÙÒÁÚÉÍ ÞÅÒÅÚ ÂÁÒÉÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x1, x2, x3 ÔÏÞËÉ M É ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ M ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á−−→OM = x1r1+x2r2+x3r3 ×ÏÚ×ÅÄ£Í × Ë×ÁÄÒÁÔ:

−−→OM2 = (x2
1 + x2

2 + x2
3)R2 + 2x1x2r1 · r2 + 2x2x3r2 · r3 + 2x3x1r3 · r1:

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (x1 + x2 + x3)2 − 2(x1x2 + x2x3 + x3x1) = 1− 2(x1x2 + x2x3 + x3x1):

ðÏÜÔÏÍÕ
−−→OM2 = R2 − (2R2 − 2r1 · r2)x1x2 − (2R2 − 2r2 · r3)x2x3 − (2R2 − 2r3 · r1)x2x3: (18)

íÅÖÄÕ ÔÅÍ, c = |−−→AB| = |r2−r1|, ÏÔËÕÄÁ c2 = (r2−r1)2 = 2R2−2r2 ·r1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a2 = 2R2 − 2r3 · r2 É b2 = 2R2 − 2r1 · r3. ôÅÐÅÒØ (18) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

OM2 = R2 − (c2x1x2 + a2x2x3 + b2x3x1):

úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ M(x1; x2; x3) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

c2x1x2 + a2x2x3 + b2x3x1 = 0:

43. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×ÏËÒÕÇ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, × ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÁÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

a2yz + b2xz + c2xy = 0: (19)

ðÕÓÔØ O = B2C1 ∩A1C2 (ÒÉÓ. 9).

òÉÓ. 9.

òÁÓÝÅÐÉÍ ÍÁÓÓÕ x = x1 + x2 ÔÁË, ÞÔÏ c(x1A; yB) = C1 É c(x2A; zC) = B2, Á ÍÁÓÓÕ y =
y1 + y2 ÔÁË, ÞÔÏ c(y1B; xA) = C2 É c(y2B; zC) = A1: üÔÉÍ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÑÍÙÍ B2C1 É A1C2. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÙÞÁÇÁ, ÉÍÅÅÍ:

x = a+ b
c z + a+ c

b y; y = a+ b
c z + b+ c

a x: (20)

åÓÌÉ ×ÚÑÔØ z = c2, ÔÏ, ÒÅÛÉ× ÓÉÓÔÅÍÕ (20), ÐÏÌÕÞÉÍ x = −a(a+b), y = −b(a+b). îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, y É z × (19) ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ (19) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ ×
ÄÒÕÇÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÅÒÛÉÎ.
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44. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ×ÙËÌÁÄËÉ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ 42, ÐÏÌÕÞÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
ÏÔ ÔÏÞËÉ M(x1; x2; x3; x4) ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ:

OM2 = R2 −
∑

i<j
AiA2

jxixj ;

ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ÓÆÅÒÙ, R | Å£ ÒÁÄÉÕÓ. úÎÁÞÉÔ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÔÁËÏ×Ï:
∑

i<j
AiA2

jxixj = 0:

45. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ O ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −−→OM =
4∑

i=1
xi
−−→OAi. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å O ÔÏÞËÕ A4, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

−−−→A4M =
3∑

i=1
xi
−−−→A4Ai:

õÍÎÏÖÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ×ÅËÔÏÒ −−−→A4A2 ×−−−→A4A3:

(−−−→A4M;−−−→A4A2;
−−−→A4A3) = x1(−−−→A4A1;

−−−→A4A2;
−−−→A4A3):

ïÔÓÀÄÁ x1 = VMA2A3A4
VA1A2A3A4

. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ x2, x3, x4.

46. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ OBCD, AOCD, ABOD É ABCO, ÇÄÅ O | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÓÆÅÒÙ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É ÏÒÉÅÎ-
ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD (ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÏ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O ×ÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ).
÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÙÓÏÔÙ ÜÔÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ O, ÒÁ×ÎÙ ÒÁÄÉÕÓÕ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂß£ÍÏ×, ÚÎÁÞÉÔ, É ÂÁÒÉÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÌÏÝÁ-
ÄÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ O1 | ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÇÒÁÎÉ BCD. ôÏÇÄÁ ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ O1BCD ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÚÎÁËÕ ÏÔ ÞÉÓÅÌ VAO1CD, VABO1D É VABCO1 .
õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÓÏÔ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁÈ ÉÚ ÔÏÞËÉ O1, ÐÏÌÕÞÉÍ
x1 : x2 : x3 : x4 = −S1 : S2 : S3 : S4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ | ÄÌÑ ÔÒ£È ÄÒÕÇÉÈ ÃÅÎÔÒÏ×
×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ.

47. ðÕÓÔØ A1A2A3A4 | ÄÁÎÎÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, Á Q | ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ×ÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ ÓÆÅÒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
ÒÅÂÒÁ AiAj ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ ÞÅÒÅÚ aij . äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ai ÐÕÓÔØ Si | ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, Á Oi | ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ
Ok(x1; x2; x2; x4) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Q, ÔÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 44,

∑

i<j
xixja2

ij > 0. äÌÑ O1

ÉÍÅÅÍ x1 : x2 : x3 : x4 = −S1 : S2 : S3 : S4, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ×
×ÉÄÅ

−S1S2a2
12 − S1S3a2

13 − S1S4a2
14 + S2S3a2

23 + S2S4a2
24 + S3S4a2

34 > 0: (21)
åÓÌÉ O2, O3 É O4 ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ Q, ÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÅÝ£ ÔÒÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ
(21). óÌÏÖÉÍ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. îÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i É j ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ SiSja2

ij
×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ Ä×Á ÒÁÚÁ Ó ÐÌÀÓÏÍ É Ä×Á ÒÁÚÁ Ó ÍÉÎÕÓÏÍ. úÎÁÞÉÔ, ÐÏÌÕÞÉÍ 0 > 0 | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ë
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ ÐÒÉÄ£Í É × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅÔ ÔÏÞÅË Oi ×ÎÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ
ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÎÔÒÏ× ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ ×ÎÅ Q (×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÚÎÁË > ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁË
<). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Oi ÌÅÖÁÔ ÎÁ Q, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Q
É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÎÁÒÕÖÉ.
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48. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÅÍ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ S1 =
S2 = S3 = S4, a12 = a34, a13 = a24, a14 = a23. ïÔÓÀÄÁ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (21) ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,
ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ O1 ÓÆÅÒÅ Q. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ Oi.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÃÅÎÔÒÙ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÓÆÅÒ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÔÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÒÁ×ÎÏÇÒÁÎÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [10].

49. ðÕÓÔØ s | ÓÕÍÍÁ ÄÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. åÓÌÉ ÐÏ×ÅÒÎÕÔØ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ 90◦ ÐÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ
ÓÔÒÅÌËÉ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ s,
ÐÏ×£ÒÎÕÔÙÊ ÎÁ 90◦, ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ. úÎÁÞÉÔ, s = 0.

50. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ, ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÃÅÎÔÒ
×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÁË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 10.

òÉÓ. 10.
îÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎËÅ ÔÁËÖÅ ÕËÁÚÁÎÙ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ É ÍÁÓÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚ-

ÍÅÓÔÉÔØ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ O. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

(y + t)A+ (z + x)B + (t+ y)C + (x+ z)D = (yA+ xB) + (zB + yC) + (tC + zD) + (xD + tA) =

= (x+ y)A1 + (y + z)B1 + (z + t)C1 + (t+ x)D1;
ÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÌÏÓËÏÍ ÅÖÅ

(x+ y)−−→OA1 + (y + z)−−→OB1 + (z + t)−−→OC1 + (t+ x)−−→OD1 = 0:

úÎÁÞÉÔ, ÃÅÎÔÒ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ E = c((x+ z)B; (x+ z)D); F = c((y + t)A; (y + t)C), ÏÔËÕÄÁ

O = c(2(x+ z)E; 2(y + t)F ) ∈ EF:

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × [1], c. 39.
51. ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ÓÕÍÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×

ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÓÉÌÅ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÇÁÚ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÐÏÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ
ÎÁ ÅÇÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ. ðÒÉ×ÅÄ£Í, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, Ä×Á ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÑ Ë
ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÃÉÉ.

1-Ê ÓÐÏÓÏÂ. äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÌÑ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
×ÅËÔÏÒÙ a = −−→DA, b = −−→DB, c = −−→DC. ôÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ c × b, a × c, b × a,−−→AB × −→AC = (b − a) × (b − a) ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÇÒÁÎÑÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ×Ï×ÎÅ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ), Á ÐÏ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÒÁ×ÎÙ ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ
ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. éÓÐÏÌØÚÕÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÕÂÅ-
ÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ

c× b+ a× c+ b× a+ (b− a)× (b− a) = 0:
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ É
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Å£ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. á ÐÉÒÁÍÉÄÕ ÌÅÇËÏ
ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÕÖÅ
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÉÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍ (ÇÒÁÎÑÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÌÅÖÁÝÉÍ
×ÎÕÔÒÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ), ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÕÎÉÞÔÏÖÁÀÔÓÑ. ÷ÅËÔÏÒÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÎÅÛÎÉÍ ÇÒÁÎÑÍ, ÐÒÉ ÓÌÏÖÅÎÉÉ ÄÁÄÕÔ ×ÅËÔÏÒÙ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÇÒÁÎÑÍ É ÞÉÓÌÅÎÎÏ
ÒÁ×ÎÙÅ ÉÈ ÐÌÏÝÁÄÑÍ, Á ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

2-Ê ÓÐÏÓÏÂ. ðÕÓÔØ Q | ÄÁÎÎÙÊ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, V | ÅÇÏ ÏÂß£Í. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ
ËÁÖÄÏÇÏ i × i-Ê ÇÒÁÎÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÏÞËÁ Mi, ni | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ i-Ê
ÇÒÁÎÉ É ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, Si | ÐÌÏÝÁÄØ i-Ê ÇÒÁÎÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ s = ∑Sini.

òÁÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ X ×ÎÕÔÒÉ Q ÄÏ ÅÇÏ i-Ê ÇÒÁÎÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÁË ÓËÁÌÑÒÎÏÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× −−−→XMi ·ni. óÏÅÄÉÎÉ× ÔÏÞËÕ X Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÒÁÚÏÂØ£Í ÅÇÏ
ÎÁ ÐÉÒÁÍÉÄÙ. ïÂß£Í ÐÉÒÁÍÉÄÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÖÉÔ i-Ñ ÇÒÁÎØ, ÒÁ×ÅÎ 1

3Si
−−−→XMi · ni.

ðÏÜÔÏÍÕ
3V =

∑
Si
−−−→XMi · ni =

∑
Si(
−−→XY +−−→YMi) · ni =

= −−→XY ·
∑

Sini +
∑

Si
−−→YMi · ni = −−→XY · s+ 3V;

ÇÄÅ X É Y | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ Q. ïÔÓÀÄÁ −−→XY ·s = 0. åÓÌÉ s 6= 0, ×ÙÂÏÒÏÍ ÏÔÌÉÞÎÙÈ
ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÔÏÞÅË X É Y ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× −−→XY É s, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ −−→XY · s = 0.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÒÕÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [10] É [12].
52. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ O | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÓÍÅÖÎÙÅ ÇÒÁÎÉ. ðÕÓÔØ ÉÈ

ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ |AB, ÁK ÉM | ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ É ÓÆÅÒÙ. ôÏÇÄÁAK = AM ,BK = BM
(ÏÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ, ÐÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ë ÓÆÅÒÅ ÄÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ).
úÎÁÞÉÔ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ABK É ABM | ÒÁ×ÎÙÅ (ÐÏ ÔÒ£Í ÓÔÏÒÏÎÁÍ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ó ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ. çÒÁÎÉ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ, ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÂÒÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÙ. úÎÁÞÉÔ, × ËÁÞÅÓÔ×Å
ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÕ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÉÍÙËÁÀÝÅÇÏ Ë ÎÅÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

53. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÎØ ÒÁÚÏÂØ£Ô-
ÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÍÁÌÅÎØËÉÍÉ. ðÏÍÅÓÔÉÍ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÞÅÔÙÒÅ
ÍÁÓÓÙ, ÒÁ×ÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÞÅÔÙÒ£È ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈ
ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, × ÇÒÁÎÑÈ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓÌÉ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ÁÔØ ÍÁÓÓÙ, ÏÔ×ÅÞÁ-
ÀÝÉÅ ÇÒÁÎÑÍ, ÔÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 37, ÉÈ ÃÅÎÔÒÙ ÍÁÓÓ ÒÁÓÐÏÌÏÖÁÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ, ÐÒÉÞ£Í
ÎÏ×ÙÅ ÍÁÓÓÙ ÂÕÄÕÔ ÒÁ×ÎÙ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÅÊ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÅÖÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ | × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ Ä×ÕÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ, ÒÁ×ÎÙ. úÎÁ-
ÞÉÔ, × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÍÁÓÓÙ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÉÓÈÏÄÎÙÅ 24 ÍÁÓÓÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ ÍÁÓÓÁÍÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÓÅÒÅÄÉÎÁÈ ÏÔÒÅÚËÏ×A1A2,
B1B2 É C1C2. ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ O, ÇÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÓÕÄÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ ÄÏ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÓÓ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÎÔÒ ÍÁÓÓ
ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÃÅÎÔÒÅ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ôÁË ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ (ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ) × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÍÁÓÓÙ, ÒÁ×ÎÙÅ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÇÒÁÎÅÊ. ëÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÍÁÓÓÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ
ÍÁÓÓÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÎÉ.
ïÔÓÀÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ 24 ÍÁÓÓÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÌÏÓØ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ



47

ÐÒÉÊÔÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ, ÎÕÖÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÆÁËÔÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ
× ÚÁÄÁÞÁÈ 37 É 51 (É ×ÁÖÎÙÊ ÛÔÒÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÒÉÍÙËÁ-
ÀÝÉÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ).
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