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Ïðåäèñëîâèå

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷íî äëÿ ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé ¾Ìàòå-
ìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ è ¾Ïðè-
êëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿.

Â ïîñîáèè èçëàãàþòñÿ êàê òðàäèöèîííûå òåìû òåîðèè ÷èñåë
(òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì; àëãîðèòì Åâêëèäà; îñíîâíàÿ
òåîðåìà àðèôìåòèêè; ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ; òåîðåìà Ýéëåðà è
ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà; ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûì; êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû; äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå),
òàê è âîïðîñû, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü òåìîé èçó÷åíèÿ íà
ôàêóëüòàòèâíûõ çàíÿòèÿõ è ñïåöêóðñàõ (óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, öåïíûå
äðîáè è íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë; ãðóïïà
ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà è å¼
ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å î ÷èñëå îæåðåëèé; ñèñòåìà êðèïòîãðàôèè ñ
îòêðûòûì êëþ÷îì, òåñòû Ëþêà � Ëåìåðà è Ìèëëåðà � Ðàáèíà).

Îáú¼ì ïîñîáèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì èçäàíèåì óâåëè÷èëñÿ áî-
ëåå ÷åì âäâîå. Ïî-íîâîìó èçëàãàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (ìåòîäîì Âàéëäáåðãå-
ðà). Âûâåäåíû ÿâíûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Äîáàâëåíû
êëàññè÷åñêèå ñþæåòû ïðî ïðåäñòàâèìîñòü ÷èñåë â âèäå ñóììû äâóõ
è ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ. Çàòðîíóòû âîïðîñû ïðèìåíåíèÿ òåîðèè ÷èñåë
â êðèïòîãðàôèè.

Àâòîð âûðàæàåò îñîáóþ áëàãîäàðíîñòü ðåöåíçåíòàì Íèêîëàþ Íè-
êîëàåâè÷ó Îñèïîâó è Ñåðãåþ Ìèõàéëîâè÷ó Âîðîíèíó çà öåííûå çà-
ìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïî òåêñòó ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ.
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1. Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì

Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà. Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî q,
÷òî a = bq, òî ãîâîðÿò:

• a äåëèòñÿ íà b;

• a êðàòíî b;

• b äåëèò a;

• b � äåëèòåëü a;

ïðè ýòîì ïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿìè a
... b èëè b | a.

Òåîðåìà 1.1. [Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì]
Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, b � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò
åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà q è r òàêèå, ÷òî a = bq + r, 0 6 r < b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü bq � íàèáîëüøåå èç ÷è-
ñåë, êðàòíûõ b è íå ïðåâîñõîäÿùèõ a. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ äâîéíîå
íåðàâåíñòâî bq 6 a < b(q + 1), à, çíà÷èò, è 0 6 a− bq < b. Òåïåðü åñëè
ïîëîæèòü r = a− bq, òî îäíîâðåìåííî áóäåì èìåòü:

a = bq + r, 0 6 r < b.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü a = bq1 + r1 è a = bq2 + r2. Âû÷èòàÿ
èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷àåì: 0 = b(q1 − q2) + r1 − r2, èëè
b(q1 − q2) = r2 − r1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî r1 − r2 äåëèòñÿ íà b. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâ 0 6 r1 < b è 0 6 r2 < b âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
|r1 − r2| < b. Ñîïîñòàâëÿÿ äâà ïîëó÷åííûõ ôàêòà, çàêëþ÷àåì, ÷òî
r1 = r2. Òîãäà b(q1− q2) = 0, è òàê êàê b ̸= 0 (b � íàòóðàëüíîå ÷èñëî),
ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó q1 = q2. Èòàê, ëþáûå äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà
a â âèäå a = bq + r ñîâïàäàþò. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. 2

Çàìå÷àíèå. ×èñëà q è r èç ôîðìóëèðîâêè äîêàçàííîé òåîðåìû
íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòíûì è îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà b.

2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå ÷èñëà ïðåäïîëàãàþòñÿ íàòóðàëüíûìè.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(a) ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà a, à
÷åðåç D(a1, a2, . . . , an) � ìíîæåñòâî âñåõ îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë
a1, a2, . . . , an. Òàêèì îáðàçîì,

D(a1, a2, . . . , an) =
n∩

i=1

D(ai).

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî è íå ïóñòî (ïî êðàéíåé ìåðå, îíî
ñîäåðæèò 1), ïîýòîìó â íåì åñòü íàèáîëüøèé ýëåìåíò, êîòîðûé áóäåì
îáîçíà÷àòü (a1, a2, . . . an) è íàçûâàòü íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì
÷èñåë a1, a2, . . . , an.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1. Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Ëåììà 2.1. a
... b ⇔ (a, b) = b.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü a = bq + r, 0 < r < b. Òîãäà (a, b) = (b, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ D(a, b). Òî-

ãäà a
... x, b

... x è r = a− bq
... x. Òàêèì îáðàçîì, x ∈ D(b, r).

Ïóñòü òåïåðü x ∈ D(b, r). Òîãäà b
... x, r

... x è a = bq + r
... x. Òàêèì

îáðàçîì, x ∈ D(a, b).
Äîêàçàíî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ D(b, r) = D(a, b), à, çíà÷èò, è èõ

ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó (b, r) = (a, b). 2

Ïóñòü a íå äåëèòñÿ íà b. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå a â âè-
äå a = bq0 + r1, 0 < r1 < b. Ïî ëåììå 2.2 (a, b) = (b, r1). Åñëè b íå
äåëèòñÿ íà r1, òî èìååì: b = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1 è (b, r1) = (r1, r2).
Ïðîäîëæèâ äàííûé ïðîöåññ (à îí íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà),
ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ (ri), ýòî � óáûâàþùàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îíà íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé,
ïîýòîìó íåêîòîðûé îñòàòîê rn áóäåò äåëèòåëåì ïðåäûäóùåãî îñòàòêà
rn−1. Èòàê, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a = bq0 + r1, 0 < r1 < b; (a, b) = (b, r1);

b = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1; (b, r1) = (r1, r2);

r1 = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2; (r1, r2) = (r2, r3);

. . .
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rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 < rn < rn−1; (rn−2, rn−1) = (rn−1, rn);

rn−1 = rnqn; (rn−1, rn) = rn.

(Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî â ñèëó ëåììû 2.1).
Öåïî÷êà ðàâåíñòâ

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = . . . = (rn−1, rn) = rn

äîêàçûâàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.1. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ÷èñåë ðàâåí ïî-
ñëåäíåìó íåíóëåâîìó îñòàòêó â àëãîðèòìå Åâêëèäà, ïðèìåí¼ííîìó
ê äàííûì ÷èñëàì.

Ïðèìåð. Äëÿ íàõîæäåíèÿ (288,126) ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà
ê ÷èñëàì 288 è 126:

288 126
126 36 2

36 18 3
0 2

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí 18; ïîýòîìó (288,126)=18.

Òåîðåìà 2.2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà ëþáîé èç îáùèõ äåëèòåëåé ýòèõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a
... x, b

... x; r1, . . . , rn � îñòàòêè, âîçíèêà-
þùèå ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà Åâêëèäà. Òîãäà

r1 = (a− bq0)
... x, r2 = (b− r1q1)

... x, . . . , rn = (rn−2 − rn−1qn−1)
... x.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé òåîðåìû rn = (a, b). Òàêèì îáðàçîì, (a, b)
... x, ÷òî

è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Câîéñòâà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

1. (a, b) = (b, a).

2. (ma,mb) = m(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ðàâåíñòâà, âîçíèêàþùèå ïðè ðàáîòå àë-
ãîðèòìà Åâêëèäà, ïî÷ëåííî óìíîæàþòñÿ íà m ïðè ïåðåõîäå îò
ïàðû ⟨a, b⟩ ê ïàðå ⟨ma,mb⟩. 2
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3. Åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû, òî (ac, b) = (c, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ D(ac, b). Òîãäà ac
...x, b

...x, bc
...x, ò. å.

x ∈ D(ac, bc). Ïî òåîðåìå 2.2 (ac, bc)
... x, è, â ñèëó ïðåäûäóùåãî

ñâîéñòâà, c(a, b)
...x, íî ïî óñëîâèþ (a, b) = 1. Òàêèì îáðàçîì, c

...x

è x ∈ D(b, c). Ïóñòü òåïåðü x ∈ D(b, c). Òîãäà b
... x, c

... x, ac
... x

è x ∈ D(ac, b). Äîêàçàíî, ÷òî D(ac, b) = D(c, b), îòêóäà ñëåäóåò
òðåáóåìîå. 2

4. Åñëè ÷èñëà a1 è a2 âçàèìíî ïðîñòû ñ b, òî òåì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò è èõ ïðîèçâåäåíèå, ò. å.
(a1, b) = 1, (a2, b) = 1 ⇒ (a1a2, b) = 1.

Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî.

5. Ïóñòü äëÿ i = 1, 2, . . . , n (ai, b) = 1. Òîãäà

(
n∏

i=1

ai, b

)
= 1.

Ñâîéñòâî ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n ñ ïîìîùüþ ïðåäûäó-
ùåãî ñâîéñòâà.

6. Åñëè ∀i, j (ai, bj) = 1, òî (
∏

ai,
∏

bj) = 1.

Ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1 è 5.

7. (a1, a2, . . . , an) = ((. . . ((a1, a2), a3), . . .), an).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå
D(a1, a2, . . . , an) = D(a1) ∩ D(a2) ∩ . . . ∩ D(an) è ñâîéñòâî àññî-
öèàòèâíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ.

3. (ka − 1, kb − 1) = k(a,b) − 1

Âíîâü âñå ÷èñëà, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ïàðàãðàôå, ïðåäïîëàãà-
þòñÿ íàòóðàëüíûìè.

Ïóñòü k > 2. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû, âûíåñåííîé â
çàãîëîâîê ïàðàãðàôà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà a êðàòíî b.
Èìååì ïðè ýòîì a = bq è (a, b) = b (ïî ëåììå 2.1). Äîêàçûâàåìîå ðà-
âåíñòâî ïðèîáðåòàåò âèä (ka − 1, kb − 1) = kb − 1 è ðàâíîñèëüíî òîìó,
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÷òî ka − 1 êðàòíî kb − 1.
Ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîãî òîæäåñòâà

yn − 1 = (y − 1)(yn−1 + yn−2 + . . .+ y + 1)

ïîëó÷àåì, ÷òî ka − 1 = kbq − 1 = (kb)q − 1 äåëèòñÿ íà kb − 1.
Ïóñòü òåïåðü a íå äåëèòñÿ íà b, ò. å. a = bq + r, 0 < r < b. Èìååì:

ka − 1 = kbq+r − 1 = kr(kbq − 1) + kr − 1. Êàê ïîêàçàíî âûøå, kbq − 1
äåëèòñÿ íà kb − 1. Êðîìå òîãî, 0 < kr − 1 < kb − 1. Òàêèì îáðàçîì,
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ka−1 íà kb−1 ðàâåí kr−1. Ïîýòîìó ïî ëåììå 2.2

(ka − 1, kb − 1) = (kb − 1, kr − 1).

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ àëãîðèòìà Åâêëèäà

a = bq0 + r1, b = r1q1 + r2, r1 = r2q2 + r3, . . . ,

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, rn−1 = qnrn,

ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

(ka − 1, kb − 1) = (kb − 1, kr1 − 1) = (kr1 − 1, kr2 − 1) =

= . . . = (krn−1 − 1, krn − 1) = krn − 1 = k(a,b) − 1.

Òàêèì îáðàçîì, (ka − 1, kb − 1) = k(a,b) − 1. 2
Ïðèìåð. (288, 216) = 18 ⇒ (3288 − 1, 3126 − 1) = 318 − 1.
Âàæíûì ñëåäñòâèåì äîêàçàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå óòâåðæäåíèå.
Åñëèm è n âçàèìíî ïðîñòû, òî âçàèìíî ïðîñòûìè áóäóò è ÷èñëà

2m − 1 è 2n − 1.
Äåéñòâèòåëüíî,

(m,n) = 1 ⇒ (2m − 1, 2n − 1) = 2(m,n) − 1 = 21 − 1 = 1.

4. Ïðîñòûå ÷èñëà.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè îíî èìå-
åò ðîâíî äâà äåëèòåëÿ � 1 è ñàìî ñåáÿ.

Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòûì, íàçûâà-
åòñÿ ñîñòàâíûì.
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1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì.
Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè ìåíüøèìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 4.1. Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F = {n1, n2, . . . , nk} � ìíî-
æåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë (n1 = 2, n2 = 3, n3 = 5, . . .). Î÷åâèäíî, ÷òî
÷èñëà èç F ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû; â ñèëó ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ïðè i ̸= j ÷èñëà 2ni − 1 è 2nj − 1 òàêæå âçà-
èìíî ïðîñòû. Âûáåðåì òåïåðü äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, ..., k êàêîé-íèáóäü
ïðîñòîé äåëèòåëü pi ÷èñëà 2ni − 1; ÷èñëà p1, p2, . . . , pk áóäóò ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâî G = {p1, p2, . . . , pk}
ïðîñòûõ ÷èñåë (p1 = 3, p2 = 7, p3 = 31, . . .). Âñå ýëåìåíòû G �
ñóòü íå÷¼òíûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà F è G ñîäåðæàò ïîðîâíó
ýëåìåíòîâ, 2 ∈ F è 2 /∈ G, äåëàåì âûâîä, ÷òî â G íàéä¼òñÿ ÷èñëî, íå
âõîäÿùåå â F . Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Çàìå÷àíèå. Êëàññè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.1 ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî A = {p1, p2, . . . , pn} � ìíîæåñòâî âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë, ðàññìîòðèì ÷èñëî P = p1 · p2 · . . . · pn + 1. Îíî áîëüøå
åäèíèöû, ó íåãî åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, è ýòîò äåëèòåëü íå âõîäèò â
ìíîæåñòâî A. Ïðîòèâîðå÷èå!

Ñ äðóãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè äàííîé òåîðåìû ìîæíî ïîçíàêîìèòü-
ñÿ, ïðî÷èòàâ ñòàòüþ [15].

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà
4k + 3 áåñêîíå÷íî.

Óêàçàíèå. Ïóñòü p1 = 3, p2 = 7, p3 = 11, p4 = 19, . . . , pn � âñå
ïðîñòûå ÷èñëà âèäà 4k + 3. Ðàññìîòðèòå ÷èñëî P = 4p2p3 . . . pn + 3.

Òåîðåìà 4.2. [Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè]
Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü óêàçàííîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë î÷åâèäíî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
äëÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Ïóñòü a � ñîñòàâíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà îò 2 äî a−1 ðàñêëàäûâàþòñÿ, è ïðè òîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì,
â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë.
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Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçëîæåíèÿ è äëÿ a.
Íàèìåíüøèé äåëèòåëü a, áîëüøèé 1, îáîçíà÷èì p. Î÷åâèäíî, p � ïðî-
ñòîå ÷èñëî. Äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a1 èìååì a = a1 · p,
ïðè÷åì a1 < a. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè a1 ðàñêëàäûâàåòñÿ íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîýòîìó òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÷èñëî a.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðàçëîæåíèÿ ñîñòàâíîãî
÷èñëà a íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:

a = p1 · p2 · . . . · pn = q1 · q2 · ... · qm. (1)

Åñëè pi ̸= qj äëÿ âñåõ i è j, òî èìååì ∀i, j (pi, qj) = 1 è ïî ñâîéñòâó 6
èç � 2

a = (a, a) = (p1 · p2 · . . . · pn, q1 · q2 · . . . · qm) = 1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó a > 1. Çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðûõ i è j
âûïîëíÿåòñÿ pi = qj . Ïóñòü a = a1 · pi. Ñîêðàùàÿ ÷àñòè ðàâåíñòâà
(1) íà îáùèé ìíîæèòåëü pi = qj , ïîëó÷èì äâà ðàçëîæåíèÿ äëÿ ÷èñ-
ëà a1. Ïîñêîëüêó a1 < a, ýòè ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàþò. Îòñþäà ñëåäóåò è
åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà a â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë. Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå a = pk1
1 ·pk2

2 · . . . ·pkr
r , ãäå

p1, p2, . . . , pr � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, íàçûâàþò êàíîíè-
÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ÷èñëà a.

5. Ñðàâíåíèÿ è èõ ñâîéñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå âñå ÷èñëà ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëûìè.
Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ

÷èñëîì b ïî ìîäóëþ m, åñëè èõ ðàçíîñòü a−b äåëèòñÿ íà m. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü a ≡ b(modm).

Íàïðèìåð, 7 ≡ 1(mod 3); 12 ≡ −2(mod 7).
Î÷åâèäíî, ÷òî

a ≡ b(modm) ⇔ ∃t ∈ Z a = b+mt.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå

Ïðåäëîæåíèå. a ≡ b(modm) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b
èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a è b ïðè äåëåíèè íà m äàþò îñòàòêè r1
è r2 ñîîòâåòñòâåííî:

a = mq1 + r1, 0 6 r1 < m; b = mq2 + r2, 0 6 r2 < m.
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Åñëè a ≡ b(modm), òî (a − b)
... m, ò. å. (m(q1 − q2) + r1 − r2)

... m,

îòêóäà (r1−r2)
...m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó 0 6 r1, r2 < m, èìå-

åì |r1 − r2| < m. Ñîïîñòàâëÿÿ äâà ïîñëåäíèõ óòâåðæäåíèÿ, ïîëó÷àåì,
÷òî r1 − r2 = 0, ïîýòîìó r1 = r2.

Îáðàòíî, ïðè r1 = r2 ñïðàâåäëèâî a− b = m(q1 − q2)
...m. 2

Çàìåòèì, ÷òî âñÿêîå ÷èñëî ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ m ñî ñâîèì îñòàò-
êîì îò äåëåíèÿ íà m.

Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé

1. a ≡ a(modm) (ðåôëåêñèâíîñòü).

2. a ≡ b(modm) ⇒ b ≡ a(modm) (ñèììåòðè÷íîñòü).

3. a ≡ b(modm), b ≡ c(modm) ⇒ a ≡ c(modm) (òðàíçèòèâíîñòü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (a− b)
...m, (b− c)

...m, òî è

a− c = (a− b) + (b− c)
...m. 2

4. a1 ≡ b1(modm), a2 ≡ b2(modm) ⇒ a1 + a2 ≡ b1 + b2(modm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè (a1 − b1)
...m, (a2 − b2)

...m, òî

(a1 + a2)− (b1 + b2) = (a1 − b1) + (a2 − b2)
...m. 2

5. a1 ≡ b1(modm), a2 ≡ b2(modm) ⇒ a1 · a2 ≡ b1 · b2(modm).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà a1 è a2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
a1 = b1 +mt1 è a2 = b2 +mt2; ïîýòîìó

a1a2−b1b2=(b1+mt1)(b2+mt2)−b1b2=(b1t2+ t2b1+mt1t2)m
...m.

2

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèÿ ïî îäèíàêîâîìó ìîäóëþ ìîæíî
ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü.

6. a ≡ b(modm) ⇒ ca ≡ cb(modm).

Ýòî ñâîéñòâî � ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 1, 5.

7. a ≡ b(modm), n ∈ N ⇒ an ≡ bn(modm).

Ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.
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8. Åñëè a ≡ b(modm) è P (x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, òî P (a) ≡ P (b)(modm).

Ñëåäñòâèå ñâîéñòâ 4, 6, 7.

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

1. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ñóììîé ñâîèõ
öèôð ïî ìîäóëþ 9.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ÷èñëî k èìååò äåñÿòè÷íóþ çàïèñü

k = an−1an−2...a1a0.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí P (x) =
n−1∑
i=0

aix
i, ÷üè êîýôôèöèåíòû ñóòü

öèôðû ÷èñëà k. Î÷åâèäíî, ÷òî k = P (10), P (1) =
n−1∑
i=0

ai. Ïî-

ñêîëüêó 10 ≡ 1(mod 9), ïîëó÷àåì P (10) ≡ P (1)(mod 9), ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

×àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûé
èç ñðåäíåé øêîëû ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 9. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñðàâíèìî ñ ñóììîé ñâîèõ
öèôð ïî ìîäóëþ 3.

2. Âûâåñòè ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 11.

Ïóñòü, êàê è âûøå, k = an−1an−2...a1a0, P (x) =
n−1∑
i=0

aix
i. Òàê êàê

10 ≡ −1(mod 11), èìååì k = P (10) ≡ P (−1)(mod 11). Çàìåòèì,
÷òî P (−1) = a0−a1+a2−a3+ ...+(−1)n−1an−1. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äåëèòñÿ íà 11
çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà åãî öèôð.

3. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà ñîñòîèò èç 95 åäèíèö è íåñêîëüêèõ íóëåé.
Ìîæåò ëè îíî áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Ïóñòü k � äàííîå ÷èñëî. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÷èñëî ñðàâíèìî
ñ ñóììîé ñâîèõ öèôð ïî ìîäóëþ 3. Ïîýòîìó

k ≡ 95 ≡ 2(mod 3).

Âûÿñíèì òåïåðü, êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü êâàäðàò íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà n îò äåëåíèÿ íà 3. Èìååò ìåñòî îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ:
n ñðàâíèìî ñ 0, 1 èëè 2 ïî ìîäóëþ 3.
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Åñëè n ≡ 0(mod 3), òî n2 ≡ 0(mod 3);
åñëè n ≡ 1(mod 3), òî n2 ≡ 1(mod 3);
åñëè n ≡ 2(mod 3), òî n2 ≡ 4 ≡ 1(mod 3).

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò äàâàòü
îñòàòîê 2 îò äåëåíèÿ íà 3; îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è îòðèöàòåëü-
íûé.

4. Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïðè
äåëåíèè íà 4 ìîæåò èìåòü îñòàòêè òîëüêî 0 èëè 1.

5. Äîêàçàòü, ÷òî (330 − 230)
... 7.

Äåéñòâèòåëüíî, 330 = 2710 ≡ (−1)10 ≡ 1(mod 7);
230 = 810 ≡ 110 ≡ 1(mod 7), îòêóäà âûòåêàåò òðåáóåìîå.

6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n (52n+3 + 3n+3 · 2n)
... 19.

Äîêàçàòåëüñòâî. 52n+3 = 125 · 25n ≡ 11 · 6n(mod 19).

3n+3 · 2n = 27 · 6n ≡ 8 · 6n(mod 19).

Ñêëàäûâàÿ ñðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì:
52n+3 + 3n+3 · 2n ≡ 19 · 6n ≡ 0(mod 19). 2

7. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

13 · (−50)n + 17 · 40n − 30
... 1989.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì 1989 íà âçàèìíî ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè: 1989 = 9 · 13 · 17. Îáîçíà÷èì an = 13 · (−50)n +17 · 40n − 30.

Äîêàæåì, ÷òî an äåëèòñÿ íà 9, 13 è 17.
Äåéñòâèòåëüíî, an ≡ 4 · 4n + (−1) · 4n − 3 ≡ 3 · (4n − 1)(mod 9).

Ïîñêîëüêó 4n − 1 ≡ 1n − 1 ≡ 0(mod 3), 3 · (4n − 1)
... 9. Òàêèì

îáðàçîì, an ≡ 3 · (4n − 1) ≡ 0(mod 9), ò. å. an äåëèòñÿ íà 9.
Äåëèìîñòü íà 13 è 17 äîêàçûâàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî:
an ≡ 0+17 ·1n−30 ≡ 0(mod 13); an ≡ 13 ·1n+0−30 ≡ 0(mod 17).
Èòàê, an äåëèòñÿ íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà 9, 13 è 17,
ïîýòîìó an êðàòíî èõ ïðîèçâåäåíèþ � 1989. 2

8. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 3 ÷èñëà
1000∏
k=1

(k2 + 1). Èìååì:

1000∏
k=1

(k2+1) ≡ ((1+1)(1+1)·1)333·(1+1) ≡ 4333·2 ≡ 1333·2 ≡ 2(mod 3).
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Îñòàòîê ðàâåí 2.

9. Äîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå x2 − 4x + 12y = 19 íå èìååò ðåøåíèé â
öåëûõ ÷èñëàõ.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x; y) � ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ, òî
x2 = 4x− 12y + 19 ≡ 3(mod 4), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó 4).

6. Ñèñòåìû âû÷åòîâ

Êàê ïîêàçàíî â � 5, îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ m îáëà-
äàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíîñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè;
ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàê èçâåñòíî, îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà, íà êîòî-
ðîì îíî îïðåäåëåíî, íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ñëó÷àå îòíîøåíèÿ
ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ m êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþò êëàññà-
ìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m; êàæäîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â êàêîé-íèáóäü èç
êëàññîâ, íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì ýòîãî êëàññà.

Ïóñòü a = {x ∈ Z | x ≡ a(modm)} � êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè,
ïîðîæä¼ííûé ýëåìåíòîì a.

×èñëî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ðàâíî m. Äåéñòâèòåëüíî,
îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà íà m ïðèíèìàåò îäíî èç çíà÷åíèé
0, 1, . . . ,m− 2 èëè m− 1 è ïîýòîìó êàæäîå èç ÷èñåë ïîïàäàåò â îäèí
èç êëàññîâ 0, 1, . . . ,m− 1, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî m.

Âçÿâ ïî îäíîìó ÷èñëó èç êàæäîãî êëàññà âû÷åòîâ x1, x2, . . . , xm,
ïîëó÷èì ñèñòåìó ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ âû÷åòîâ, èëè ïîëíóþ ñèñòå-
ìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ïðèìåð 1. Ðàçëè÷íûå ïîëíûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 7:
1) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; 2) −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3; 3) 7,−6, 9,−4, 11,−2, 13.

Ëåììà 6.1. ×èñëà x1, x2, . . . , xm îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû-
÷åòîâ ïî ìîäóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïîïàðíî íå
ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷-
íîñòü. Åñëè äâà ÷èñëà íå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, òî îíè ïîïàäàþò
â ðàçíûå êëàññû âû÷åòîâ. Òàê êàê âñåãî êëàññîâ âû÷åòîâ m è ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ÷èñåë m, òî îíè ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ.
2

Ëåììà 6.2. Ïóñòü x1, x2, ..., xm � ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m, öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ m, b � ïðîèçâîëüíîå öåëîå
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÷èñëî. Òîãäà ÷èñëà ax1+b, ax2+b, . . . , axm+b òàêæå îáðàçóþò ïîëíóþ
ñèñòåìó âû÷åòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 6.1 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî axi + b ̸≡ axj + b(modm) ïðè i ̸= j. Ïðåäïîëîæèì (äëÿ
ïðèâåäåíèÿ ê ïðîòèâîðå÷èþ), ÷òî axi + b ≡ axj + b(modm). Òîãäà

a(xi − xj)
... m, è, ïîñêîëüêó (a,m) = 1, èìååì (xi − xj)

... m, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 6.1. 2

Ëåììà 6.3. Ïóñòü x ≡ a(modm). Òîãäà (x,m) = (a,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà m. Òîãäà ïî
ëåììå 2.2 (a,m) = (r,m). Íî òàê êàê x ≡ a(modm), ïðè äåëåíèè íà
m ÷èñëî x òàêæå èìååò îñòàòîê r, è, ñëåäîâàòåëüíî, (x,m) = (r,m),
îòêóäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå. 2

Èòàê, ÷èñëà èç îäíîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m èìåþò îäèí
è òîò æå íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñ m. Ïîýòîìó ñòàíîâèòñÿ êîð-
ðåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Âû÷åò ïî ìîäóëþ m íàçûâàþò ïðèâåä¼ííûì, åñëè îí âçàèìíî
ïðîñò ñ m. Ñîâîêóïíîñòü ïðèâåä¼ííûõ âû÷åòîâ èç ðàçíûõ êëàññîâ
âû÷åòîâ íàçûâàþò ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ.

Ïðèìåð 2. Ïðè m = 7 ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ìîæåò âû-
ãëÿäåòü òàê: 1, 2, 3, 4, 5, 6; à ïðè m = 6 òàê: 1, 5.

Ôóíêöèåé Ýéëåðà φ(m) íàçûâàþò ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m. Íàïðèìåð,

φ(1) = 1; φ(2) = 1; φ(3) = 2; φ(4) = 2; φ(5) = 4; φ(6) = 2; φ(7) = 6.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî φ(p) = p− 1.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñîäåð-

æèò φ(m) ÷èñåë.

Ëåììà 6.4. Ïóñòü a âçàèìíî ïðîñòî ñ m, k = φ(m) è
x1, x2, . . . , xk � ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà
÷èñëà ax1, ax2, . . . , axk òàêæå îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ÷èñëà a è xi âçàèìíî ïðîñòû ñ m, òà-
êèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è èõ ïðîèçâåäåíèå axi. Â ñèëó ëåììû 6.2
÷èñëà ax1, ax2, . . . , axk ïðèíàäëåæàò k ðàçíûì êëàññàì âû÷åòîâ, è,
ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäûäóùåãî, îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ. 2
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7. Òåîðåìà Ýéëåðà

Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, k = φ(m), x1, x2, . . . , xk � ïðè-
âåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïóñòü a � êàêîå-íèáóäü
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ m. Òîãäà â ñèëó ðåçóëüòàòîâ
ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ÷èñëà ax1, ax2, . . . , axk òàêæå îáðàçóþò ïðè-
âåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî òîìó æå ìîäóëþ. Ïîñêîëüêó axj � ïðè-
âåä¼ííûé âû÷åò, äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ij ∈ {1, 2, . . . , k} ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå axj ≡ xij (modm). ×èñëà i1, i2, . . . , ik ïîïàðíî ðàçëè÷íû
è ïîýòîìó îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë îò 1 äî k. Ïåðåìíîæèâ k ïî-
ëó÷åííûõ ñðàâíåíèé, ïîëó÷èì

ak · x1 · x2 · . . . · xk ≡ xi1 · xi2 · . . . · xik(modm).

Ïóñòü s = x1 · x2 · . . . · xk. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå xi1 · xi2 · . . . · xik

òàêæå ðàâíî s. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó äåëèòåëè s âçàèìíî ïðîñòû
ñ m, ÷èñëî s òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Èòàê, aks ≡ s(modm),

îòñþäà s(ak−1)
...m, è, â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû s èm, èìååì ak−1

...m.
Äîêàçàíà

Òåîðåìà 7.1. [Òåîðåìà Ýéëåðà] Åñëè öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî
ïðîñòî ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì m, òî ÷èñëî aφ(m) − 1 äåëèòñÿ íà m.

Ñëåäñòâèå [Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà] Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî,
a � öåëîå ÷èñëî, íå êðàòíîå p. Òîãäà ap−1 − 1 äåëèòñÿ íà p.

Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ap−a äåëèòñÿ íà p,
íî ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî è ïðè a, êðàòíîì p. Â ñâÿçè ñ ýòèì ÷àñòî
ïîä ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà ïîíèìàþò ñëåäóþùåå ëåãêî çàïîìèíàåìîå
óòâåðæäåíèå:

Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî a ÷èñëî ap − a
äåëèòñÿ íà p.

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà äàåò ëèøü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðîñòîòû
÷èñëà. Íå÷¼òíîå ÷èñëî m > 3 íàçûâàþò óñëîâíî ïðîñòûì ïî áàçå a
(ãäå a = 2, 3, . . . ,m − 1), åñëè am−1 ≡ 1(modm). Ïðîñòîå ÷èñëî ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâíî ïðîñòûì ïî ëþáîé áàçå. Ñóùåñòâóþò, îäíàêî, ñîñòàâíûå
÷èñëà m, ÿâëÿþùèåñÿ óñëîâíî ïðîñòûìè ïî ëþáîé áàçå a, âçàèìíî
ïðîñòîé ñ m. Òàêèå ÷èñëà íàçûâàþò ÷èñëàìè Êàðìàéêëà. Íàèìåíü-
øåå èç íèõ � 561. Â 1994 ã. áûëî äîêàçàíî, ÷òî ÷èñåë Êàðìàéêëà
áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Â ïîñëåäíèå ãîäû çàäà÷à ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñëà èëè � áîëåå
øèðîêî � çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âíîâü

16



ïðèîáðåëà àêòóàëüíîñòü â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè ñîçäàíèÿ íàäåæíûõ
øèôðîâ (ñì. � 23 è � 24).

8. Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Äèîôàíòîâûì1 íàçûâàþò óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ âèäà

P (x1, . . . , xn) = 0,

ãäå P � ìíîãî÷ëåí îò n ïåðåìåííûõ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðåä-
ìåòîì èçó÷åíèÿ â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ñëóæèòü ëèíåéíîå äèîôàí-
òîâî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

ax+ by = c, (1)

ãäå a, b è c � öåëûå êîíñòàíòû, à x è y � íåèçâåñòíûå, èëè ïåðå-
ìåííûå. Ðåøåíèåì (áîëåå òî÷íî, ÷àñòíûì ðåøåíèåì) óðàâíåíèÿ, êàê
èçâåñòíî, íàçûâàþò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùèõ åãî â
âåðíîå ðàâåíñòâî. Ñòîèò çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)
â öåëûõ ÷èñëàõ.

Åñëè îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ ðàâåí íóëþ, òî
óðàâíåíèå ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèò ëèøü îäíî íåèçâåñòíîå. Ïîýòîìó áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ̸= 0 è b ̸= 0. Áîëåå òîãî, ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåíÿÿ
çíàê ïåðåìåííîé, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü â ýòîì
ñëó÷àå, ÷òî a > 0 è b > 0. Ïóñòü d � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
a è b. Òîãäà äëÿ ëþáûõ öåëûõ x è y ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ax + by
äåëèòñÿ íà d. Åñëè ïðè ýòîì c íå äåëèòñÿ íà d, òî óðàâíåíèå íå èìååò
(öåëûõ) ðåøåíèé. Åñëè æå c êðàòíî d, ò. å. c = c1d äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî c1, òî, ïîëîæèâ a = a1d, b = b1d è ñîêðàòèâ íà d, óðàâíåíèå
(1) ñâåä¼ì ê âèäó

a1x+ b1y = c1,

â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòû-
ìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 8.1. Óðàâíåíèå (1) ñ âçàèìíî ïðîñòûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïðè íåèçâåñòíûõ ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðàâíåíèå

ax+ by = 1. (2)

1Â ÷åñòü äðåâíåãðå÷åñêîãî ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà, æèâøåãî â III âåêå.
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Ïîñòðîèì öåïî÷êó äåëåíèé ñ îñòàòêîì

a = bq0 + r1, 0 < r1 < b;

b = r1q1 + r2, 0 < r2 < r1;

r1 = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2;

. . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 < rn < rn−1;

rn−1 = rnqn.

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê, êàê èçâåñòíî, ðàâåí íàèáîëüøåìó îá-
ùåìó äåëèòåëþ a è b, ò. å. rn = 1. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé îñòàòîê ri
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë
a è b:

ri = αia+ βib.

Äåéñòâèòåëüíî,
r1 = a− bq0 = α1a+ β1b;

r2 = b− r1q1 = b− (α1a+ β1b)q1 = α2a+ β2b;

. . .

ri+1 = ri−1 − riqi = αi−1a+ βi−1b− (αia+ βib)q1 = αi+1a+ βi+1b;

. . .

1 = rn = αna+ βnb.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðà öåëûõ ÷èñåë (αn;βn) ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøåíèåì (2). Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà öåëûõ ÷èñåë (cαn; cβn) � ñóòü
ðåøåíèå (1). Òåîðåìà äîêàçàíà. 2

Ïðèìåð 1. Íàéòè êàêèå-íèáóäü öåëûå x è y, äëÿ êîòîðûõ

1000x+ 73y = 1.

Ïðèìåíèâ àëãîðèòì Åâêëèäà ê ïàðå ÷èñåë 1000 è 73, ïîëó÷èì öåïî÷êó
ðàâåíñòâ

1000 = 73 · 13 + 51; 73 = 51 · 1 + 22; 51 = 22 · 2 + 7; 22 = 7 · 3 + 1,

èç êîòîðûõ èìååì

1 = 22− 7 · 3 = 22− 3(51− 2 · 22) = 7 · 22− 3 · 51 = 7(73− 51)− 3 · 51 =
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= 7 · 73− 10 · 51 = 7 · 73− 10(1000− 73 · 13) = −10 · 1000 + 137 · 73.
Îòâåòîì â äàííîé çàäà÷å ìîæåò ñëóæèòü ïàðà (−10; 137).

Èòàê, ìû òåïåðü óìååì íàõîäèòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)
(â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî). Î òîì,
êàêèì ÿâëÿåòñÿ îáùåå ðåøåíèå (1) � ìíîæåñòâî âñåõ (÷àñòíûõ) ðå-
øåíèé, ãîâîðèò

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü a è b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà, (x0; y0) � íåêîòîðîå ðåøåíèå äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà
ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé (1) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

x = x0 + bt, y = y0 − at, (3)

ãäå t ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî t çíà÷åíèÿ x
è y, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (3), äàþò ðåøåíèå (1). Äåéñòâèòåëüíî,

a(x0 + bt) + b(y0 − at) = ax0 + by0 = c,

òàê êàê ïàðà (x0; y0) óäîâëåòâîðÿåò (1) ïî óñëîâèþ òåîðåìû.
Óáåäèìñÿ òåïåðü â òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (1) èìååò âèä

(3) äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî t. Âû÷òÿ èç (1) ïî÷ëåííî ðàâåíñòâî

ax0 + by0 = c,

ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå a(x− x0) + b(y − y0) = 0, èëè

a(x− x0) = b(y0 − y). (4)

Èç òîãî, ÷òî a(x − x0) êðàòíî b è a âçàèìíî ïðîñòî ñ b, ñëåäóåò, ÷òî

(x−x0)
...b, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî t èìååì x−x0 = bt, èëè x = x0+bt.

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ x â (4), ïîëó÷èì abt = b(y0−y) è, ïîñêîëüêó
b ̸= 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî y0 − y = at, èëè y = y0 − at. Òåîðåìà
äîêàçàíà. 2

Ïðèìåð 2. Îáùåå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàâøåãîñÿ âûøå óðàâíåíèÿ
1000x+ 73y = 1 òàêîâî: {(−10 + 73t, 137− 1000t) | t ∈ Z} .

9. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íåêîòîðûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
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1) 3x2 + 4xy − 7y2 = 13.

Ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê íåáîëüøîìó ïåðåáîðó ïîñëå ðàçëîæåíèÿ ëå-
âîé ÷àñòè íà ìíîæèòåëè. Èìååì

3x2 +4xy− 7y2 = x(3x+7y)− y(3x+7y) = (x− y)(3x+7y) = 13.

Åñëè (x; y) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî x− y � äåëèòåëü 13,
ò. å. ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1,±13; ïðè ýòîì 3x + 7y ðàâíî ñî-
îòâåòñòâåííî ∓13,∓1. Ðåøèâ ÷åòûðå ïîëó÷åííûå ñèñòåìû äâóõ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, óâèäèì, ÷òî òîëüêî
â äâóõ ñëó÷àÿõ x è y � öåëûå.

Îòâåò: (2; 1), (−2;−1).

2) 2x2 − 2xy + 9x+ y = 2.

Âûðàçèì y ÷åðåç x:

y =
2x2 + 9x− 2

2x− 1
= x+ 5 +

3

2x− 1
.

Åñëè x � öåëîå ÷èñëî, òî y áóäåò öåëûì ëèøü ïðè 2x − 1 =
= ±1, ±3.

Îòâåò: (1; 9), (0; 2), (2; 8), (−1; 3).

3) 2x − 15 = y2 (x, y ∈ N).
Ïóñòü ñíà÷àëà x � íå÷¼òíîå ÷èñëî: x = 2k + 1, k ∈ N0.
Òîãäà y2 = 22k+1 − 15 = 2 · 4k − 15 ≡ 2 · 1k ≡ 2(mod 3), ÷òî
íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå, êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2 îò äåëåíèÿ íà 3.

Åñëè x � ÷¼òíîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ðàíåå èñïîëüçî-
âàííûì ïðè¼ìîì: ïðè x = 2k, k ∈ N

15 = 22k − y2 = (2k − y)(2k + y).

Ïðîñòåéøèé ïåðåáîð ïî äåëèòåëÿì 15 äàåò ñëåäóþùèé

Îòâåò: (4;1), (6;7).

4) 19x2 − 93y2 = 1993.

Çàïèñàâ óðàâíåíèå â âèäå 19(x2 − 100) = 93(1 + y2), âèäèì,

÷òî (1 + y2)
... 19, îòêóäà y2 ≡ 18(mod 19). Ïðîâåðèì, âîçìîæ-

íî ëè ïîñëåäíåå. Ðàññìîòðåâ ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäó-
ëþ 19 : 0,±1,±2,±3,±4,±5,±6,±7,±8,±9, ïîëó÷èì âîçìîæíûå
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îñòàòêè îò äåëåíèÿ òî÷íîãî êâàäðàòà íà 19: 0, 1, 4, 9, 16, 6, 17,
11, 7, 5. ×èñëî 18 íå âõîäèò â ýòî ìíîæåñòâî.

Îòâåò: ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ íåò.

5) arctg
1

x
+ arctg

1

y
= arctg

1

10
. (1)

Âçÿâ òàíãåíñ îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì â êà÷åñòâå åãî
ñëåäñòâèÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

1

x
+

1

y

1− 1

x
· 1
y

=
1

10
,

îòêóäà ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

y = 10 +
101

x− 10
, xy ̸= 1. (2)

Ïîñêîëüêó x−10 � äåëèòåëü ïðîñòîãî ÷èñëà 101, èìååì x−10 =
= ±1,±101; çíà÷èò, (x; y) = (11; 111), (9;−91), (111; 11), (−91; 9).
Ðåøåíî â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (2). Äëÿ êàæäîé íàéäåííîé
ïàðû (x; y) íàéä¼òñÿ òàêîå öåëîå ÷èñëî k, ÷òî

arctg
1

x
+ arctg

1

y
= arctg

1

10
+ πk.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êàê arctg
1

11
+ arctg

1

111
, òàê è arctg

1

9
−

− arctg
1

91
ïîïàäàþò â ïðîìåæóòîê (0, π), ïîýòîìó êàæäûé ðàç

âûøåóïîìÿíóòîå k ðàâíî 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííûå ðåøå-
íèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ è ðåøåíèÿìè (1).

10. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà θ(n) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé, åñëè θ(1) = 1 è äëÿ ëþáûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m è n
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

θ(m · n) = θ(m) · θ(n).
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Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñòå-
ïåííàÿ ôóíêöèÿ θ(n) = nα.

Ïóñòü n1, n2, . . . , nk � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Èíäóêöèåé
ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå

θ(n1 · n2 · . . . · nk) = θ(n1) · θ(n2) · . . . · θ(nk).

Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷è-
ñåë.

Äî êîíöà ýòîãî ïàðàãðàôà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n èìååò êàíîíè÷å-
ñêîå ðàçëîæåíèå

n = pk1
1 pk2

2 ...pks
s .

Äîêàæåì ñíà÷àëà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ôóíêöèè Ýéëåðà (îïðåäå-
ëåíèå ñì. � 6).

Ïóñòü m è n � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. ×òîáû ïîäñ÷èòàòü êîëè-
÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ mn è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ mn, ðàñïî-
ëîæèì âñå ÷èñëà îò 1 äî mn â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû

1 2 3 . . . n
n+ 1 n+ 2 n+ 3 . . . 2n
2n+ 1 2n+ 2 2n+ 3 . . . 3n

...
...

...
. . .

...
(m− 1)n+ 1 (m− 1)n+ 2 (m− 1)n+ 3 . . . mn

Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî âçàèìíî ïðîñòî ñ mn òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíî âçàèìíî ïðîñòî è ñ m, è ñ n (â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû
÷èñåë m è n). ×èñëà èç êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ñòîëáöà òàáëèöû
ïîïàðíî ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n; ïîýòîìó ìîæíî îñòàâèòü â òàáëèöå
òîëüêî ñòîëáöû, ïåðâûå ýëåìåíòû êîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòû ñ n, íå
ïîòåðÿâ ïðè ýòîì íè îäíîãî èíòåðåñóþùåãî íàñ ÷èñëà. ×èñëî òàêèõ
ñòîëáöîâ åñòü φ(n). Ýëåìåíòû êàæäîãî ñòîëáöà â ñèëó ëåììû 6.2 îá-
ðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïîýòîìó ðîâíî φ(m)
ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà âçàèìíî ïðîñòû ñ m. Òàêèì îáðàçîì, âñå-
ãî èìååòñÿ φ(n) · φ(m) ÷èñåë íå áîëüøå mn è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ mn,
ò. å. φ(mn) = φ(m) · φ(n), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, íåòðóäíî âûâåñòè ôîð-
ìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ φ(n). Ïîñêîëüêó φ(n) = φ(pk1

1 )·φ(pk2
2 )·. . .·φ(pks

s ),
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äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ Ýéëåðà îò ñòåïåíè ïðîñòî-
ãî ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñðåäè ëþ-
áûõ p ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðîâíî p−1 ÷èñåë âçàèìíî
ïðîñòû ñ p, à òàêæå ñ ëþáîé ñòåïåíüþ p. Ïîýòîìó φ(pk) = φ(p ·pk−1) =
= (p− 1) · pk−1. Òàêèì îáðàçîì,

φ(n)=
s∏

i=1

φ
(
pki
i

)
=

s∏
i=1

(pi−1) ·pki−1
i =

s∏
i=1

(
1− 1

pi

)
·pki

i =n
s∏

i=1

(
1− 1

pi

)
.

Ïðèìåð. φ(24) = 24

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)
= 8.

Ïðèâåä¼ì ýôôåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîñòè ìíîæå-
ñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ýéëåðà.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íî è ñîñòîèò èç
÷èñåë p1, p2, . . . , ps, ðàññìîòðèì èõ ïðîèçâåäåíèå P = p1 · p2 · . . . · ps.
Íè îäíî ÷èñëî, êðîìå 1, íå ìîæåò áûòü âçàèìíî ïðîñòî ñ P , îòêóäà
φ(P ) = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

φ(P ) = φ(p1p2 . . . ps) = (p1 − 1)(p2 − 1) . . . (ps − 1) > 1.

Ïðîòèâîðå÷èå. 2
Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ âîçíèêàþò

ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè.

1) Íàéòè τ(n) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
(âêëþ÷àÿ 1 è n).

Îáùèé âèä äåëèòåëÿ n èìååò âèä

d = pr11 pr22 ...prss ,

ãäå äëÿ êàæäîãî i ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ri ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
0, 1, . . . , ki. Ïðîèçâîëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà n ìîæíî ïîñòðîèòü â
ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû èç s äåéñòâèé, ãäå i-å äåé-
ñòâèå ñîñòîèò â âûáîðå ri � ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñ-
ëà pi. Ïîñêîëüêó i-å äåéñòâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ki +1 ñïî-
ñîáàìè, ïðèìåíåíèå ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ äàåò

τ(n) = (k1 + 1)(k2 + 1)...(ks + 1) =
s∏

i=1

(ki + 1).

Ïðèìåðû. 1) τ
(
23 · 34 · 56

)
= 4 · 5 · 7 = 140;

2) τ
(
23 · 34 · 45

)
= τ(213 · 34) = 14 · 5 = 70.

23



2) Íàéòè σ(n) � ñóììó âñåâîçìîæíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n.

Ïîêàæåì, ÷òî

σ(n) = (1 + p1 + p21 + . . .+ pk1
1 ) · . . . · (1 + ps + p2s + . . .+ pks

s ).

Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì ïîðÿäêà
ìíîæèòåëåé, ïîëó÷èì
σ(n) = 1·1·. . .·1+1·1·. . .·ps+. . .+pk1

1 pk2
2 ·. . .·pks

s � ñóììó âñåõ äå-
ëèòåëåé n. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñóììû ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ïîëó÷àåì êîìïàêòíóþ ôîðìóëó

σ(n) =

s∏
i=0

pki+1
i − 1

pi − 1
.

Ïðèìåðû. 1) σ(12) = σ(22 · 3) = 23−1
2−1 · 32−1

3−1 = 7 · 4 = 28.
2) σ(60) = σ(12) · σ(5) = 28 · 6 = 168.

Ïðîâåðêà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèé τ(n) è σ(n) ïðîâîäèòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè σ(n) ââîäÿòñÿ ñîâåðøåííûå è äðóæåñòâåí-
íûå ÷èñëà

×èñëî m íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè σ(m) = 2m.

Ïðèìåðû ñîâåðøåííûõ ÷èñåë: 6, 28, 496, 8128, 33 550 336.

×èñëî Ìåðñåííà Mn = 2n − 1.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñîñòàâíîì n ÷èñëî Mn òàêæå
ñîñòàâíîå.

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëèMn � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ÷èñ-
ëî 2n−1Mn � ñîâåðøåííîå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîå ÷¼òíîå2 ñîâåðøåííîå ÷èñëî èìååò âèä,
óêàçàííûé â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà,
îòêðûòîãî Ýéëåðîì, ïðèâîäèòñÿ â çàäà÷íèêå [24], à òàêæå â êíèãå [20].
Î òîì, êàê äîêàçûâàþò ïðîñòîòó ÷èñåë Ìåðñåííà, ñì. �25.

Ïðèâåä¼ì íåêîòðûå èíòåðåñíûå ñâåäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ÷èñåë Ìåðñåííà.

Â 1750 ã. Ýéëåð óñòàíîâèë, ÷òî M31 � ïðîñòîå ÷èñëî. Îíî îñòàâàëîñü áîëåå

100 ëåò íàèáîëüøèì èçâåñòíûì ïðîñòûì ÷èñëîì. Ê íà÷àëó 2016 ã. íàéäåíî

49 ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà. Çà íàõîæäåíèå 45-ãî ïðîñòîãî ÷èñëà Ìåðñåííà

2Ñóùåñòâóþò ëè íå÷¼òíûå ñîâåðøåííûå ÷èñëà, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî â ïðîìåæóòêå îò 1 äî 10300 òàêèõ ÷èñåë íåò.
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M43 112 609 ïðîåêòîì GIMPS3 â 2009 ãîäó áûëà ïîëó÷åíà ïðåìèÿ â 100 000

äîëëàðîâ ÑØÀ, íàçíà÷åííàÿ ñîîáùåñòâîì Electronic Frontier Foundation çà

íàõîæäåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîäåðæèò íå ìåíåå

10 ìèëëèîíîâ öèôð. Íà äàííûé ìîìåíò (ìàé 2016 ã.) íàèáîëüøèì èçâåñò-

íûì ïðîñòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî M74 207 281, íàéäåííîå 7 ÿíâàðÿ 2016

ãîäà è ñîäåðæàùàÿ â ñâîåé äåñÿòè÷íîé çàïèñè 22 338 618 öèôð.

×èñëà m è n íàçûâàþòñÿ äðóæåñòâåííûìè, åñëè

σ(m) = σ(n) = m+ n.

Ïðèìåðû äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë: 220 è 284, 1184 è 1210.

11. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà

Ãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôóíêöèè E(n), I(n), J(n):

E(n) = 1 ∀n; I(n) = n ∀n; J(n) =

{
1, åñëè n = 1,
0, åñëè n > 1

è ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ(n), êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
µ(1) = 1;
åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà, òî µ(n) = 0;
åñëè n ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

s ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî µ(n) = (−1)s.
Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ýòèõ ôóíêöèé î÷åâèäíà.
Ïðîèçâåäåíèåì Äèðèõëå ôóíêöèé f(n) è g(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ◦ g(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
.

Î÷åâèäíî, ÷òî J ◦ f = f äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f(n).
Ïîòðåíèðóåìñÿ â âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ Äèðèõëå.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðîâåðüòå, ÷òî

E ◦ E = τ ; I ◦ E = σ; I ◦ I(n) = nτ(n).

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî µ ◦ E = J.

3GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) � øèðîêîìàñøòàáíûé ïðîåêò
ðàñïðåäåë¼ííûõ âû÷èñëåíèé ïî ïîèñêó ïðîñòûõ ÷èñåë Ìåðñåííà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî

µ ◦ E(1) = µ(1) · E(1) = 1 · 1 = 1.

Ïóñòü òåïåðü n > 1. Òîãäà n = pr11 pr22 . . . prkk , ãäå k > 1. Ïîñêîëüêó
µ(d) ̸= 0 òîëüêî åñëè ÷èñëî d ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, èìååì:∑

d|n

µ(d) = µ(1) +
∑

µ(pi) +
∑

µ(pipj) + . . .+ µ(p1 . . . pk) =

= 1− k + C2
k − C3

k − . . .+ (−1)k = (1− 1)k = 0. 2

Îïåðàöèÿ ◦, î÷åâèäíî, êîììóòàòèâíà. Äîêàæåì, ÷òî îíà òàêæå àñ-
ñîöèàòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî,

(f ◦ g) ◦ h(n) = f ◦ (g ◦ h)(n) =
∑

d1d2d3=n

f(d1)g(d2)h(d3).

Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ è ïðåäûäóùèìè ðåçóëüòàòàìè, âû-
÷èñëèì åù¼ íåñêîëüêî ïðîèçâåäåíèé Äèðèõëå.

µ ◦ τ = µ ◦ E ◦ E = J ◦ E = E; µ ◦ σ = µ ◦ E ◦ I = J ◦ I = I.

Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèé f(n) è g(n) ñëåäóåò ìóëüòèïëè-
êàòèâíîñòü f ◦ g(n).

Â ñàìîì äåëå, äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ n è m èìååì

f ◦ g(nm) =
∑
d|nm

f(d)g
(nm

d

)
=

∑
d1|n,d2|m

f(d1d2)g

(
nm

d1d2

)
=

=
∑

d1|n,d2|m

f(d1)f(d2)g

(
n

d1

)
g

(
m

d2

)
=

=
∑
d1|n

f(d1)g

(
n

d1

)∑
d2|m

f(d2)g

(
m

d2

)
= (f ◦ g(n)) · (f ◦ g(m)).

Ïóñòü f(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Íàéä¼ì òàêóþ ìóëü-
òèïëèêàòèâíóþ ôóíêöèþ f ′(n), ÷òî f ◦ f ′ = J. Îïðåäåëèì ôóíê-
öèþ f ′(n) ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïóñòü f ′(1) = 1. Ïðè ýòîì
f ◦ f ′(1) = f · f ′(1) = 1. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ïîëîæèì
f ′(p) = −f(p). Òîãäà f ◦ f ′(p) = 0. Ïîëîæèâ

f ′(pn) = −
(
f(pn) + f(pn−1)f ′(p) + . . .+ f(p)f ′(pn−1)

)
,
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ìû äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî ∀n f ◦ f ′(pn) = 0.
Òåïåðü çíà÷åíèÿ f ′ îïðåäåëåíû íà âñåõ ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë è

ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïîëíîñòüþ çàäà¼ò ôóíêöèþ f ′.
Ïðîèçâåäåíèå Äèðèõëå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé Φ = f ◦ f ′

ìóëüòèïëèêàòèâíî. Ïîñêîëüêó Φ(1) = 1 è äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
p è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî Φ(pn) = 0,

Φ(pn1
1 · . . . · pnk

k ) = Φ(pn1
1 ) · . . . · Φ(pnk

k ) = 0.

Çíà÷èò, Φ è åñòü J . Äîêàçàíî, ÷òî f ◦ f ′ = J.
Ìû óñòàíîâèëè ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà 11.1. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè îáðàçóþò êîììó-
òàòèâíóþ ãðóïïó ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì J è ïðîèçâåäåíèåì Äèðè-
õëå â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè.

Ñëåäñòâèå. Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèé f(n) è f ◦ g(n)
ñëåäóåò ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü g(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ′ � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ ñî
ñâîéñòâîì f ◦f ′ = J. Òîãäà ôóíêöèÿ g = J ◦g = (f ′ ◦f)◦g = f ′ ◦ (f ◦g)
òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíà. 2

Ôóíêöèÿ F = f ◦ E íàçûâàåòñÿ ñóììàòîðíîé ôóíêöèåé äëÿ f(n).
Òàêèì îáðàçîì,

F (n) =
∑
d|n

f(d),

ãäå ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì äåëèòåëÿì ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ 1 è n).
Èç ïðåäûäóùåãî âûòåêàåò, ÷òî f(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíê-

öèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìóëüòèïëèêàòèâíà å¼ ñóììàòîðíàÿ
ôóíêöèÿ F (n). Äîêàæåì, ÷òî φ ◦ E = I, ò. å. ÷òî ñóììàòîðíàÿ ôóíê-
öèÿ äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà èìååò âèä:∑

d|n

φ(d) = n.

1-é ñïîñîá. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë:

n = pr11 pr22 . . . prkk .

Ëþáîé äåëèòåëü d ÷èñëà n èìååò âèä d = ps11 ps22 . . . pskk , ãäå äëÿ êàæ-
äîãî i ñïðàâåäëèâî 0 6 si 6 ri. Ïîýòîìó∑

φ(d) = (1 + φ(p1) + . . .+ φ(pr11 )) . . . (1 + φ(pk) + . . .+ φ(prkk )) .

27



Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ðàñêðûâ ñêîáêè.
Âû÷èñëèì ñóììó â êàæäîé ñêîáêå:

1+φ(pi)+ . . .+φ(prii ) = 1+(pi−1)+(p2i −pi)+ . . .+(prii −pri−1
i ) = prii .

Òàêèì îáðàçîì,
∑

φ(d) =
∏

prii = n. 2

2-é ñïîñîá. Ðàññìîòðèì äðîáè
1

n
,
2

n
,
3

n
, . . . ,

n

n
. Ñîêðàòèì êàæäóþ

äðîáü. Ïîëó÷àòñÿ äðîáè, çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè
÷èñëà n, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâî äðîáåé ñî çíàìåíàòåëåì d ðàâíî φ(d).
À îáùåå êîëè÷åñòâî äðîáåé ðàâíî n. 2

Ñ ïîìîùüþ óïðàæíåíèÿ 5 ïî ñóììàòîðíîé ôóíêöèè ìîæíî íàéòè
èñõîäíóþ ôóíêöèþ.

Òåîðåìà 11.2. [Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà]

F = f ◦ E ⇐⇒ f = F ◦ µ.

Òàêèì îáðàçîì, íàéäåíî âûðàæåíèå ôóíêöèè f(n) ÷åðåç å¼ ñóììàòîð-
íóþ ôóíêöèþ:

f(n) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
.

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà, çíàÿ å¼ ñóììàòîðíóþ ôóíêöèþ.

φ(n) = n
∑
d|n

µ(d)

d
= n

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

Ñîîòíîøåíèå
φ(n)

n
=
∑
d|n

µ(d)

d
(1)

ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Óïðàæíåíèå 6. Óáåäèâøèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà∏
d|n

d = nτ(n)/2,

íàéäèòå ñóììàòîðíóþ ôóíêöèþ äëÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà.

Îòâåò: ln ◦E(n) = τ(n)
2 · lnn.

28



Óïðàæíåíèå 7. Ïóñòü

Λ(n) =

{
ln p, åñëè n = pk, ãäå p � ïðîñòîå , k ∈ N ;
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàæèòå: 1) Λ ◦ E = ln; 2) Λ = ln ◦µ.

Çàäà÷à î ÷èñëå îæåðåëèé

Èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ áóñèíîê k öâåòîâ. Ñêîëüêî ìîæíî
ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ îæåðåëèé èç n áóñèíîê (îæåðåëüÿ, ïîëó÷àþùè-
åñÿ äðóã èç äðóãà ïëîñêèìè âðàùåíèÿìè, íå áóäåì ðàçëè÷àòü)?

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ îæåðåëüÿ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå öèêëè÷å-
ñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Íà ìíîæåñòâå (ëèíåéíûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ýëåìåí-
òû êîòîðûõ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà,
çàäàäèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

(a1, . . . , an) ∼ (ai, ai+1, . . . , an, a1, . . . , ai−1) (i = 1, . . . , n).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàçîâ¼ì öèêëè÷åñêîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ. Ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ öèêëè÷åñêèõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå òàê ïðîñòî, ïîñêîëüêó â ðàçíûõ êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæåò áûòü ðàçíîå ÷èñëî (ëèíåéíûõ) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé; íàïðèìåð, ïîñòîÿííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîðîæäàåòñÿ îäíîé ëèíåéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, à öèêëè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò
n ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïåðèîä öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, . . . , an) � íàèìåíü-
øåå ÷èñëî d òàêîå, ÷òî ai+d = ai äëÿ âñåõ i, ãäå ñëîæåíèå âåä¼òñÿ ïî
ìîäóëþ n (ò. å. åñëè i+ d > n, òî i+ d çàìåíÿåòñÿ íà i+ d− n). ßñíî,
÷òî ïåðèîä d äîëæåí áûòü äåëèòåëåì ÷èñëà n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n) êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äëèíû n, à ÷åðåç M(n) êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé äëèíû n è ïåðèîäà n. Òîãäà

T (n) =
∑
d|n

M(d).

Ïðèìåð. Ïðè k = 2 è n = 4 èìååì

T (4) = M(1) +M(2) +M(4) = 2 + 1 + 3 = 6.
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Ïóñòü M(d) � êîëè÷åñòâî öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íû è ïåðèîäà d, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü k ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé. Òîãäà

kn =
∑
d|n

dM(d). (2)

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû è
ïåðèîäà d ïîðîæäàåò ðîâíî d ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé.

Ââåä¼ì ôóíêöèè m(n) = nM(n) è h(n) = kn. Ôîðìóëà (2) ãîâîðèò
î òîì, ÷òî h = m ◦ E. Ïðèìåíèì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà:

m = h ◦ µ; nM(n) =
∑
d|n

µ(d)k
n
d .

Òàêèì îáðàçîì,

M(n) =
1

n

∑
d|n

µ(d)k
n
d .

Âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñ÷èòàòü îáùåå êîëè÷åñòâî öèêëè-
÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n.

Òåîðåìà 11.3.

T (n) =
1

n

∑
d|n

φ(d)k
n
d .

Äîêàçàòåëüñòâî.∑
d|n

M(d)=
∑
d|n

1

d

∑
c|d

µ(c)k
d
c =
∑
d|n

1

d

∑
c|d

µ

(
d

c

)
kc=

∑
c|n

kc

c

∑
c|d

c

d
µ

(
d

c

)
=

=
∑
c|n

kc

c

∑
e|nc

µ(e)

e
=
∑
c|n

kc

c

φ(n/c)

n/c
=

1

n

∑
c|n

kcφ
(n
c

)
=

1

n

∑
d|n

φ(d)k
n
d .

Â ïðîöåññå âûêëàäîê ìû ìåíÿëè ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, à òàêæå ïðè-
ìåíèëè òîæäåñòâî (1). 2

Óïðàæíåíèå 8. Ñîñòàâëÿþòñÿ îæåðåëüÿ èç áóñèí òð¼õ öâåòîâ.
Êàæäîå îæåðåëüå ñîñòîèò èç 1) 5; 2) 6; 3) 7; 4) 8 áóñèí. Íå áóäåì
ðàçëè÷àòü îæåðåëüÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ äðóã èç äðóãà ïîâîðîòîì â ïëîñ-
êîñòè. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùåé òåîðåìîé, íàéäèòå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
îæåðåëèé.
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Îòâåò: 1) 51; 2) 130; 3) 315; 4) 834.
Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó î ÷èñëå îæåðåëèé ìîæíî òàêæå ðåøèòü ñ ïî-

ìîùüþ òåîðèè Ïîéà [12, 24].

12. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ

Îäíèì èç íåìíîãèõ õîðîøî èçó÷åííûõ íåëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ïåëëÿ:

x2 −my2 = 1, (1)

ãäå m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì. Êàê
èçâåñòíî, ÷èñëî

√
m áóäåò ïðè ýòîì èððàöèîíàëüíûì.

Ïðè ëþáîì m ïàðû ÷èñåë (1; 0) è (−1; 0) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ (1). Íàçîâ¼ì òàêèå ðåøåíèÿòðèâèàëüíûìè. Îñòàëüíûå ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ � íåòðèâèàëüíûå. Êàê ìû óâèäèì ïîçäíåå,
íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Âñÿêîå ðåøåíèå (1) ñ íàòóðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ x è
y áóäåì íàçûâàòü íàòóðàëüíûì ðåøåíèåì, à íàòóðàëüíîå ðåøåíèå ñ
íàèìåíüøèì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì x � ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíè-
åì. Â äàëüíåéøåì íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé ôàêò.

Åñëè (a; b) è (c; d) � íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), òî

a < c ⇐⇒ b < d, a = c ⇐⇒ b = d, a > c ⇐⇒ b > d.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ââîäèòñÿ îòíîøåíèå ïîðÿäêà: áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå
(a; b) ìåíüøå ðåøåíèÿ (c; d), åñëè a < c (ïðè ýòîì è b < d).

ßñíî, ÷òî åñëè (a; b) � íàòóðàëüíîå ðåøåíèå, òî ðåøåíèÿìè (1)
áóäóò òàêæå ïàðû (a;−b), (−a; b) è (−a;−b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
(c; d) � ïðîèçâîëüíîå íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ
(1), òî (|c|; |d|) � íàòóðàëüíîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ óðàâ-
íåíèå Ïåëëÿ, äîñòàòî÷íî íàéòè âñå åãî íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî

Z
[√

m
]
= {x+ y

√
m | x, y ∈ Z}.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò 0 è 1 è çàìêíóòî îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïîýòîìó Z [

√
m ] � êîì-

ìóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
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Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå

(x; y) → x+ y
√
m

ìåæäó Z2 è Z [
√
m ] ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè x1 + y1
√
m = x2 + y2

√
m è y1 ̸= y2, òî

√
m =

x1 − x2

y2 − y1
, ÷òî ïðî-

òèâîðå÷èò èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà
√
m. Ïîýòîìó ÷èñëî z ∈ Z [

√
m ]

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå x+ y
√
m åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.

Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâëÿòü ïàðó öåëûõ
÷èñåë (x; y) c ÷èñëîì z = x+ y

√
m. Íèæå èíîãäà ìû áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî z = x+ y
√
m � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), èìåÿ â âèäó, ÷òî òàêîâûì

íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïàðà (x; y).
Ââåä¼ì íà êîëüöå Z [

√
m ] îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ:

x+ y
√
m = x− y

√
m.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîïðÿæ¼ííîå ê ñîïðÿæ¼íííîìó åñòü èñõîäíîå ÷èñëî:
z = z. Äîêàæåì, ÷òî ñîïðÿæ¼ííîå ê ïðîèçâåäåíèþ åñòü ïðîèçâåäåíèå
ñîïðÿæ¼ííûõ: z1 · z2 = z1 · z2. Äåéñòâèòåëüíî,(

x1 + y1
√
m
) (

x2 + y2
√
m
)
= x1x2 + y1y2m+ (x1y2 + y1x2)

√
m =

= x1x2 + y1y2m− (x1y2 + y1x2)
√
m =

(
x1 − y1

√
m
) (

x2 − y2
√
m
)
.

Ââåä¼ì íîðìó ÷èñëà z = x+ y
√
m:

||z|| = z · z = x2 −my2.

Ðåøèòü óðàâíåíèå Ïåëëÿ îçíà÷àåò íàéòè âñå ÷èñëà ñ åäèíè÷íîé
íîðìîé.

Îòìåòèì ñâîéñòâà íîðìû: ñîïðÿæ¼ííûå ÷èñëà èìåþò îäèíàêîâûå
íîðìû; íîðìà ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ íîðì. Äåéñòâèòåëü-
íî,

||z|| = z · z = z · z = ||z||;

||z1 · z2|| = z1 · z2 · z1 · z2 = z1 · z2 · z1 · z2 = z1 · z1 · z2 · z2 = ||z1|| · ||z2||.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëà ñ åäèíè÷íîé íîðìîé îáðàçóþò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíóþ ãðóïïó. Ýëåìåíòîì, îáðàòíûì ê ÷èñëó z, ÿâëÿåòñÿ ñî-
ïðÿæ¼ííîå ÷èñëî z. Åñëè (x1; y1) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), è

z1 = x1 + y1
√
m, zk = zk1 = xk + yk

√
m,
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òî (xk; yk) � òàêæå ðåøåíèå (1). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñòåïåíü êàæäî-
ãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòåïåíè ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Îá ýòîì ãîâîðèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü (x1; y1) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, à
(x; y) � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1). Òîãäà äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

z = x+ y
√
m =

(
x1 + y1

√
m
)k

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü, êàê è âûøå,

zk =
(
x1 + y1

√
m
)k

= xk + yk
√
m.

Âîçíèêàþò äâå áåñêîíå÷íûå âîçðàñòàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë:

x1 < x2 < . . . < xk < . . . ; y1 < y2 < . . . < yk < . . . .

Åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) z = x+y
√
m íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà

z1, òî íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî n, ÷òî xn < x < xn+1. Ïðè ýòîì âûïîëíÿ-
þòñÿ òàêæå íåðàâåíñòâà yn < y < yn+1 è

zn1 < z < zn+1
1 . (2)

Óìíîæèâ íåðàâåíñòâî (2) íà z1
n, ïîëó÷èì

1 < X + Y
√
m < z1, (3)

ãäå X + Y
√
m = (x+ y

√
m) (x1 − y1

√
m)

n
. ×èñëî X + Y

√
m, áóäó÷è

ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë ñ åäèíè÷íîé íîðìîé, òàêæå èìååò åäèíè÷íóþ
íîðìó: (

X + Y
√
m
) (

X − Y
√
m
)
= 1. (4)

Èç ñîîòíîøåíèé (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî

0 < X − Y
√
m < 1. (5)

Ñëåäñòâèåì (3) è (5) ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî X −Y
√
m < X +Y

√
m, èç

êîòîðîãî ïîëó÷àåì, ÷òî Y > 0. Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà X − Y
√
m > 0

âûòåêàåò, ÷òî è X > 0. Òàêèì îáðàçîì, (X;Y ) � íàòóðàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, ïðè÷¼ì

X + Y
√
m < x1 + y1

√
m.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ôóíäàìåíòàëüíîñòè ðåøåíèÿ (x1; y1). 2

33



ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x2 − 2y2 = 1. Ôóíäàìåíòàëüíîå
ðåøåíèå � ïàðà (3; 2). Âûâåäåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé (xn) è (yn). Èç ðàâåíñòâ

xk+1 + yk+1

√
2 = (3 + 2

√
2)k+1 = (xk + yk

√
2)(3 + 2

√
2)

ñëåäóåò, ÷òî

xk+1 = 3xk + 4yk; yk+1 = 2xk + 3yk. (6)

Ïî ôîðìóëàì (6) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì ðåøåíèÿ: (3; 2), (17; 12),
(99; 70), (577; 408), . . . Èç ñîîòíîøåíèé (6), ñâÿçûâàþùèõ äâå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
êàæäîé èç íèõ â îòäåëüíîñòè. Íàïðèìåð, âûðàçèâ yk ÷åðåç xk è xk+1

yk =
xk+1 − 3xk

4
,

ïîëó÷èì yk+1 = xk+2−3xk+1

4 è ïîäñòàâèì âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (6):

xk+2 − 3xk+1

4
= 2xk + 3 · xk+1 − 3xk

4
,

îòêóäà

xk+2 = 6xk+1 − xk. (7)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå

yk+2 = 6yk+1 − yk. (8)

Ðåøèâ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7) è (8), ïîëó÷èì ÿâíûå ôîðìóëû
äëÿ (xn) è (yn):

xn =
1

2

(
(3 + 2

√
2)n + (3− 2

√
2)n
)
;

yn =
1

2
√
2

(
(3 + 2

√
2)n − (3− 2

√
2)n
)
.

ßâíûå ôîðìóëû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (xn) è (yn) ìîæíî ïî-
ëó÷èòü è íå ñîñòàâëÿÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé! Ïîêàæåì, êàê ýòî
äåëàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå.
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Ïî ñâîéñòâó îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ, èç òîæäåñòâà

xn +
√
myn = (x1 +

√
my1)

n

ñëåäóåò
xn −

√
myn = (x1 −

√
my1)

n.

Â ðåçóëüòàòå ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ äàííûõ òîæäåñòâ ïîëó÷èì

xn =
1

2

(
(x1 +

√
my1)

n + (x1 −
√
my1)

n
)
;

yn =
1

2
√
m

(
(x1 +

√
my1)

n − (x1 −
√
my1)

n
)
.

À òåïåðü èç ÿâíûõ ôîðìóë ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ íàøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ èç
íèõ ïðåäñòàâëÿåò ñóììó äâóõ ãåîìåòðè÷åñèõ ïðîãðåññèé. Âîñïîëüçó-
åìñÿ òàêèì (ëåãêî ïðîâåðÿåìûì) ôàêòîì: åñëè an = c1λ

n
1 + c2λ

n
2 , òî

an+2 = (λ1 + λ2)an+1 − λ1λ2an. Îòñþäà

xn+2 = 2x1xn+1 − xn; yn+2 = 2x1yn+1 − yn.

Ñóùåñòâîâàíèå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ

Òåîðåìà 12.2. Óðàâíåíèå (1) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íåêîòîðîãî
íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðèäóìàííûé â 2008 ã. àâñòðàëèéñêèì
ìàòåìàòèêîì Í. Âàéëäáåðãåðîì [18, 25]. Ýòîò ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 12.2 çíà÷èòåëüíî ïðîùå ðàíåå èçâåñòíûõ.

Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

Q(x, y) = (x y)

(
a b
b c

)(
x
y

)
= ax2 + 2bxy + cy2.

Ìàòðèöó A =

(
a b
b c

)
íàçîâ¼ì ïîäõîäÿùåé, åñëè a > 0, c < 0.

Óðàâíåíèå Ïåëëÿ x2 −my2 = 1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Q(x, y) = 1

ñ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû A0 =

(
1 0
0 −m

)
. Çàìåòèì, ÷òî

ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé, à ÷èñëî −|A0| íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êâàäðàòîì.
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Èòîã ìàòðèöû � ñóììà å¼ ýëåìåíòîâ.

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå äâå ìàòðèöû: L =

(
1 0
1 1

)
è

R =

(
1 1
0 1

)
.

Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ai =

(
ai bi
bi ci

)
, ãäå

i = 0, 1, 2, . . ., â êîòîðîé î÷åðåäíàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäó-
ùåé ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ëåâûé øàã � çàìåíà ìàòðèöû A =

(
a b
b c

)
íà ìàòðèöó L′AL =(

a+ 2b+ c b+ c
b+ c c

)
. Ïðàâûé øàã � çàìåíà ìàòðèöû A íà ìàòðèöó

R′AR =

(
a a+ b

a+ b a+ 2b+ c

)
.

Åñëè ó ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíûé èòîã, áóäåì äåëàòü ëåâûé øàã,
à åñëè îòðèöàòåëüíûé, òî ïðàâûé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç ïîäõîäÿùåé
ìàòðèöû âñåãäà ïîëó÷èòñÿ ïîäõîäÿùàÿ.

Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî èòîã ëþáîé ìàòðèöû èç íàøåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîñêîëüêó |L| = |R| = 1, ëåâûé è ïðàâûé
øàãè íå ìåíÿþò îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû. Çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü êàæ-
äîé ìàòðèöû ðàâåí |A0| = −m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà ñ íóëåâûì

èòîãîì èìååò âèä

(
a b
b −a− 2b

)
, ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà, è å¼ îïðå-

äåëèòåëü ðàâåí −(b− a)2. Ïîëó÷àåì, ÷òî m = (b− a)2, â òî âðåìÿ êàê
÷èñëî m, ïî óñëîâèþ, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

Èòàê, ìû èìååì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

Ai =

(
ai bi
bi ci

)
òàêèõ, ÷òî ai > 0, ci < 0, aici − b2i = −m. ×èñëà

ai,−ci è bi îáðàçóþò ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ
xy + z2 = m. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ èìååò èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Çíà÷èò, â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ai) íå âñå ìàòðèöû ðàçëè÷íû. Ïîêàæåì, ÷òî
ïåðâîé ïîâòîðèòñÿ ìàòðèöà A0.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïî ìàòðèöå Ai ìîæíî îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëèòü åé ïðåäøåñòâóþùóþ ìàòðèöó Ai−1.

Åñëè Ai = L′Ai−1L, òî Ai−1 = (L′)−1AiL
−1 =

=

(
1 −1
0 1

)(
ai bi
bi ci

)(
1 0
−1 1

)
=

(
ai − 2bi + ci bi − ci

bi − ci ci

)
.
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Åñëè Ai = R′Ai−1R, òî Ai−1 = (R′)−1AiR
−1 =

=

(
1 0
−1 1

)(
ai bi
bi ci

)(
1 −1
0 1

)
=

(
ai bi − ai

bi − ai ai − 2bi + ci

)
.

Çíà÷èò, âñ¼ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé t = ai − 2bi + ci. Åñëè t > 0,
òî ìàòðèöà Ai ïîëó÷åíà èç Ai−1 ëåâûì øàãîì; åñëè æå t < 0, òî
ïðàâûì. Ðàâåíñòâî t = 0 íåâîçìîæíî èç-çà òîãî, ÷òî ìàòðèöà Ai−1 �
ïîäõîäÿùàÿ (íà å¼ ãëàâíîé äèàãîíàëè íåò íóëåé).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íåêîòîðàÿ ìàòðèöà Ai, îòëè÷íàÿ îò A0, â íà-
øåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèëàñü âòîðîé ðàç, òî òåì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò è ìàòðèöà Ai−1. Ïîýòîìó ïåðâîé ïîâòîðèòñÿ ìàòðèöà A0.

Ïðèìåðû. Âûïèøåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö (Ai) ìåæäó äâó-
ìÿ âõîæäåíèÿìè íà÷àëüíîé ìàòðèöû A0 äëÿ m = 2 è m = 7. Íàä
ñòðåëêîé ïåðåõîäà óêàçàí èòîã ìàòðèöû, à ïîä ñòðåëêîé âèä øàãà: R
èëè L. (

1 0
0 −2

)
−1−→
R

(
1 1
1 −1

)
2−→
L

(
2 0
0 −1

)
1−→
L

−→
(

1 −1
−1 −1

)
−2−→
R

(
1 0
0 −2

)
.

Ðåçóëüòèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè m = 2 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé
N = RL2R.(

1 0
0 −7

)
−6−→
R

(
1 1
1 −6

)
−3−→
R

(
1 2
2 −3

)
2−→
L

(
2 −1
−1 −3

)
−3−→
R

−→
(

2 1
1 −3

)
1−→
L

(
1 −2
−2 −3

)
−6−→
R

(
1 −1
−1 −6

)
−7−→
R

(
1 0
0 −7

)
.

Ðåçóëüòèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðè m = 7 çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé
N = R2LRLR2.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé øàã â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåîáðàçîâàíèé
âñåãäà ïðàâûé (ïîñêîëüêó èòîã íà÷àëüíîé ìàòðèöû 1 − m < 0). Íî
âñå øàãè ïðàâûìè áûòü íå ìîãóò. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà Ai

ïîëó÷åíà ïðàâûì øàãîì, òî bi = ai−1 + bi−1 > bi−1, à ÷èñëîâàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (bi) íå ìîæåò áûòü âîçðàñòàþùåé â ñèëó ñâîåé ïåðèî-
äè÷íîñòè.

Ïîýòîìó ìàòðèöà N =

(
α β
γ δ

)
, çàäàþùàÿ ðåçóëüòèðóþùåå ïðå-

îáðàçîâàíèå, âñåãäà ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Èòàê, ïðåäúÿâëåí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè ìàòðèöó N , äëÿ
êîòîðîé âûïîëíåíî ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

N ′A0N = A0.

Ïóñòü òåïåðü Q(x, y) = (x y)A0

(
x
y

)
= 1 è

(
x1

y1

)
= N

(
x
y

)
.

Òîãäà

Q(x1, y1) = (x1 y1)A0

(
x1

y1

)
= (x y)N ′A0N

(
x
y

)
=

= (x y)A0

(
x
y

)
= Q(x, y) = 1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè (x, y) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ, òî
(x1, y1) òîæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ïî òðèâèàëüíîìó
ðåøåíèþ (1, 0) íàõîäèì ðåøåíèå (α, γ), êîòîðîå óæå íå ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíûì, ïîñêîëüêó α, γ > 0. 2

Ïðèìåðû. Äëÿ m = 2 èìååì N = RL2R =

(
3 4
2 3

)
è ðåøåíèå

(3, 2). Äëÿ m = 7 èìååì N = R2LRLR2 =

(
8 21
3 8

)
è ðåøåíèå (8, 3).

È ÿâíûå, è ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ
òðåáóþò çíàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ïðè ìàëûõ m.
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m x y m x y m x y

2 3 2 20 9 2 37 73 12
3 2 1 21 55 12 38 37 6
5 9 4 22 197 42 39 25 4
6 5 2 23 24 5 40 19 3
7 8 3 24 5 1 41 2 049 320
8 3 1 26 51 10 42 13 2
10 19 6 27 26 5 43 3 482 531
11 10 3 28 127 24 44 199 30
12 7 2 29 9 801 1 820 45 161 24
13 649 180 30 11 2 46 24 335 3 588
14 15 4 31 1 520 273 47 48 7
15 4 1 32 17 3 48 7 1
17 33 8 33 23 4 50 99 14
18 17 4 34 35 6 51 50 7
19 170 39 35 6 1 52 649 90

Ïðèâåä¼ì åù¼ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ: 48 8422 − 67 · 5 9672 = 1;

1 766 319 0492 − 61 · 226 153 9802 = 1; 1 1512 − 92 · 1202 = 1.

Êàê âèäèì, äàæå ïðè íåáîëüøèõ m çíà÷åíèÿ x è y ìîãóò áûòü
âåñüìà âåëèêè. Ïîýòîìó ïðèìèòèâíûì ïåðåáîðîì çäåñü íå îáîéòèñü.
Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ áóäåò ðàññìîòðåí îäèí èç íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíûõ ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ. Â åãî îñíîâå
ëåæèò ïîíÿòèå öåïíîé äðîáè.

13. Öåïíûå äðîáè

Ïóñòü
a

b
� íåñîêðàòèìàÿ äðîáü. Ïðèìåíèì àëãîðèòì Åâêëèäà ê

ïàðå ÷èñåë ⟨a; b⟩:

a = ba0 + r1; b = r1a1 + r2; r1 = r2a2 + r3; . . . ;

rn−3 = rn−2an−2 + rn−1; rn−2 = rn−1an−1 + 1; rn−1 = 1 · an.

Îòñþäà âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ äðîáè
a

b
:

a

b
= a0 +

r1
b

= a0 +
1

b

r1

= a0 +
1

a1 +
r2
r1

= a0 +
1

a1 +
1

r1
r2

=
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= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
r3
r2

= . . . = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
+

1

an−1 +
1

an

. (1)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ôîðìóëå (1) íàçûâàþò öåïíîé äðîáüþ è îáî-
çíà÷àþò [a0; a1, a2, . . . , an].

Èòàê, ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå öåïíîé äðî-
áè.

Ïóñòü òåïåðü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

a0 = [α], α1 =
1

{α}
.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî α = [α] + {α} = a0 +
1

α1
. Ïîñòðîèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè (αk) è (ak) ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

ak = [αk], αk+1 =
1

{αk}
.

Ïðè ýòîì αk = ak +
1

αk+1
. Îïðåäåëèì ôóíêöèè

f1(x) = a0 +
1

x
, f2(x) = a0 +

1

a1 +
1

x

, . . .

fn(x) = a0 +
1

a1 +
1

a2+ . . .
+

1

an−1 +
1

x

.

Íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ôóíêöèÿ f1(x) óáûâàåò, ôóíêöèÿ f2(x)
âîçðàñòàåò, ôóíêöèÿ f3(x) � âíîâü óáûâàþùàÿ è ò. ä. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî

α = f1(α1) = f2(α2) = . . . = fn(αn) = . . . .
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×èñëî rn = fn(an) = [a0; a1, a2, . . . , an] íàçûâàþò n-é ïîäõîäÿùåé
äðîáüþ ÷èñëà α, èëè ïîäõîäÿùåé äðîáüþ n-ãî ïîðÿäêà.

Îòâëå÷¼ìñÿ íà íåêîòîðîå âðåìÿ îò òîãî, îòêóäà áåðóòñÿ öåëîå ÷èñ-
ëî a0 è íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1, a2, . . ., è âûÿñíèì õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (rn).

Ïðåäñòàâèì rn â âèäå äðîáè rn =
pn
qn
. Ïóñòü p0 = a0, q0 = 1. Äàëåå

èìååì

r1 =
p1
q1

= a0 +
1

a1
=

a0a1 + 1

a1
.

Ïîëîæèì p1 = a0a1+1 = p0a1+1, q1 = a1 = q0a1. Íàéä¼ì âûðàæåíèå
äëÿ âòîðîé ïîäõîäÿùåé äðîáè:

r2 = p0 +
1

q1 +
1
a2

= p0 +
a2

q1a2 + 1
=

(p0q1 + 1)a2 + p0
q1a2 + 1

=
p1a2 + p0
q1a2 + q0

.

Ìîæíî ïîëîæèòü p2 = p1a2 + p0, q2 = q1a2 + q0. Åñëè â âûðàæåíèè

äëÿ r2 çàìåíèòü a2 íà a2 +
1

a3
, òî âîçíèêíåò 3-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü

r3 =

p1

(
a2 +

1

a3

)
+ p0

q1

(
a2 +

1

a3

)
+ q0

=
(p1a2 + p0)a3 + p1
(q1a2 + q0)a3 + q1

=
p2a3 + p1
q2a3 + q1

.

Åñòåñòâåííî âçÿòü p3 = p2a3 + p1, q3 = q2a3 + p2. Òî÷íî òàê æå ìå-
òîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ ÷èñëè-
òåëåé è çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ

pn+1 = pnan+1 + pn−1, (2)

qn+1 = qnan+1 + qn−1, (3)

òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî rn =
pn
qn
.

Èñêëþ÷èì èç íàéäåííûõ ñîîòíîøåíèé an+1. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì
(2) íà qn, à (3) íà pn, ïîñëå ÷åãî âû÷òåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå:

pnqn+1 − pn+1qn = −(pn−1qn − pnqn−1). (4)

Çàìåíÿÿ n ðàç n íà n− 1 â òîæäåñòâå (4), ïîëó÷èì:

pn−1qn − pnqn−1 = −(pn−2qn−1 − pn−1qn−2) = . . . =
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= (−1)n−1(p0q1 − p1q0) = (−1)n−1(a0a1 − (a0a1 + 1)) = (−1)n.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

pn−1qn − pnqn−1 = (−1)n. (5)

Èç äàííîãî òîæäåñòâà âûòåêàåò, ÷òî pn è qn � âçàèìíî ïðîñòûå
÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëî d � èõ îáùèé íàòóðàëüíûé äåëè-
òåëü, òî è ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) äåëèòñÿ íà d. Çíà÷èò, è ÷èñëî

(−1)n äåëèòñÿ íà d. Îòñþäà d = 1. Äîêàçàíî, ÷òî
pn
qn

� íåñîêðàòèìàÿ

äðîáü.
Ñîîòíîøåíèå (5) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü è äðóãèå âàæíûå ñëåäñòâèÿ.
Ïîäåëèâ (5) íà qnqn−1, ïîëó÷èì

rn−1 − rn =
pn−1

qn−1
− pn

qn
=

(−1)n

qnqn−1
. (6)

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ðàçíîñòü rn−2 è rn:

rn−2 − rn = (rn−2 − rn−1) + (rn−1 − rn) =
(−1)n−1

qn−1qn−2
+

(−1)n

qnqn−1
=

=
(−1)n−1

qn−1

(
1

qn−2
− 1

qn

)
=

(−1)n−1

qn−1
· qn − qn−2

qn−2qn
.

Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî qn − qn−2 = anqn−1. Ïîýòîìó

rn−2 − rn =
(−1)n−1an
qn−2qn

. (7)

Èç ðàâåíñòâà (7) âûòåêàåò, ÷òî ïîäõîäÿùèå äðîáè íå÷¼òíîãî ïîðÿä-
êà îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à ÷¼òíîãî ïîðÿäêà �
âîçðàñòàþùóþ:

r1 > r3 > r5 > . . . ; r2 < r4 < r6 < . . . .

Ñîîòíîøåíèå (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîäõîäÿùàÿ äðîáü íå÷¼òíîãî ïîðÿä-
êà áîëüøå ñëåäóþùåé çà íåé äðîáè: r2k−1 > r2k. Ó÷èòûâàÿ õàðàêòåð
ìîíîòîííîñòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (r2k) è (r2k−1), ïîëó÷àåì òå-
ïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k

r2k−1 > r2, r2k < r1.
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Òàêèì îáðàçîì, óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r2k−1 îãðàíè÷åíà
ñíèçó, à âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r2k îãðàíè÷åíà ñâåðõó.
Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò
ïðåäåë. Èç ñîîòíîøåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííûå ïðåäåëû ðàâíû.

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (an) ïîðîæäàåò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåñîêðàòèìûõ äðîáåé (rn). Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå áåñêîíå÷-
íîé öåïíîé äðîáè êàê ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íûõ öåïíûõ
äðîáåé:

[a0; a1, a2, . . .] = lim
n→∞

[a0; a1, a2, . . . , an].

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) áûëà ïîðîæäåíà
èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì α, ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî n

α = fn(αn), an = [αn] < αn.

Ïîñêîëüêó f2k � âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, èìååì

r2k = f2k(a2k) < f2k(α2k) = α.

Èç óáûâàíèÿ ôóíêöèè f2k−1, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò:

r2k−1 = f2k−1(a2k−1) > f2k−1(α2k−1) = α.

Çíà÷èò, lim r2k 6 α, lim r2k−1 > α. Ïîñêîëüêó, êàê óæå äîêàçàíî,
lim r2k = lim r2k−1, ïîëó÷àåì, ÷òî lim rn = α.

Ïîäûòîæèì íàøè âûêëàäêè ôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 13.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, ïîðîæ-
ä¼ííàÿ ÷èñëîì α, ñõîäèòñÿ ê α, ïðè ýòîì äðîáè ÷¼òíîãî ïîðÿäêà
ìåíüøå α è îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à äðîáè
íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà áîëüøå α è îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Ïðèìåðû.
√
2 = [1; 2, 2, 2, . . .],

√
11 = [3; 3, 6, 3, 6, . . .].

Èçâåñòíî [10], ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî α ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷åñêîé
èððàöèîíàëüíîñòüþ � èððàöèîíàëüíûì êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î äëèíàõ ïåðèîäà äëÿ ÷èñåë âèäà
√
m

ìîæíî íàéòè â [18].
Ïóñòü l(m) � äëèíà ïåðèîäà öåïíîé äðîáè äëÿ ÷èñëà

√
m. Ïðèâå-

ä¼ì çíà÷åíèÿ l(m) äëÿ ìàëûõ m.
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m 2 3 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 17
l(m) 1 2 1 2 4 2 1 2 2 5 4 2 1

m 18 19 20 21 22 23 24 26 27 28 29
l(m) 2 6 2 6 6 4 2 1 2 4 5

m 30 31 32 33 34 35 37 38 39 40 41
λ(m) 2 8 4 4 4 2 1 2 2 2 3

14. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà e â öåïíóþ äðîáü

Îïðåäåëèì ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü I−1, I0, I1, I2, . . . ñëåäóþ-
ùèìè ôîðìóëàìè:

I3n−1 =
1

n!

1∫
0

exxn+1(1− x)ndx, n = 0, 1, 2, . . . ;

I3n =
1

n!

1∫
0

exxn(1− x)n+1dx, n = 0, 1, 2, . . . ;

I3n−2 =
1

n!

1∫
0

exxn(1− x)ndx, n = 1, 2, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî

I3n−2 − I3n−1 =
1

n!

1∫
0

exxn(1− x)n(1− x)dx = I3n.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

I3n+1 =
1

(n+ 1)!

1∫
0

(x− x2)n+1dex = − 1

n!

1∫
0

ex(x− x2)n(1− 2x)dx =

=
1

n!

1∫
0

ex(x− x2)n(x− (1− x))dx = I3n−1 − I3n;

I3n+2 =
−1

(n+ 1)!

1∫
0

(x− x2)n+1d(ex(1− x)) =
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=
1

n!

1∫
0

exxn(1− x)n+1(1− 2x)dx = I3n − (2n+ 2)I3n+1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî k âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî

Ik−1 = bkIk + Ik+1, (1)

ãäå

bk =

{
1, åñëè k = 3n− 1 èëè k = 3n,

2n+ 2, åñëè k = 3n+ 1.

Îáîçíà÷èì αk = Ik−1

Ik
, ãäå k = 0, 1, . . . Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà

(1) íà Ik, ïîëó÷èì

αk = bk +
1

αk+1
. (2)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî αk > 1 è ÷òî bk = [αk]. Çíà÷èò ñîîòíîøåíèå (2)
äà¼ò ðàçëîæåíèå ÷èñëà α0 â áåñêîíå÷íóþ öåïíóþ äðîáü:

α0 = [b0; b1, b2, b3, . . .] = [1; 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, . . .].

Âû÷èñëèì α0.

I−1 =

1∫
0

exxdx = 1; I0 =

1∫
0

ex(1− x)dx = e− 2;

α0 =
I−1

I0
=

1

e− 2
.

Îòñþäà

e = 2 +
1

α0
= [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, . . .].

Òàê ÷òî öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà e èìååò âïîëíå ðåãóëÿðíûé âèä (â îòëè÷èå
îò ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà e â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè).

Êñòàòè, èç òîãî, ÷òî öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà e áåñêîíå÷íàÿ, ïîëó÷àåì
èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà e.
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15. Ïîäõîäÿùèå äðîáè êàê íàèëó÷øèå

ïðèáëèæåíèÿ

Ïóñòü ôèêñèðîâàíî íåêîòîðîå ÷èñëî α. Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå íåñî-
êðàòèìûõ äðîáåé ñ íàòóðàëüíûìè çíàìåíàòåëÿìè ñëåäóþùåå îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äðîáü
a

b
(a ∈ Z, b ∈ N) ïðèáëèæàåò ÷èñëî α

ëó÷øå äðîáè
c

d
̸= a

b
(c ∈ Z, d ∈ N), åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

b 6 d; |bα− a| < |dα− c|.

Íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ÷èñëà α íàçûâàåòñÿ òàêàÿ äðîáü
a

b
,

÷òî íè îäíà äðîáü íå ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ëó÷øèì, ÷åì
a

b
.

Ïðîâåðüòå, ê ïðèìåðó, ÷òî ÷èñëà
1

1
,
3

2
,
7

5
ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè

ïðèáëèæåíèÿìè ÷èñëà
√
2.

Òàêèì îáðàçîì, íåò äðîáè ëó÷øå íàèëó÷øåé, íî ýòî íå îçíà÷à-
åò, ÷òî íàèëó÷øàÿ äðîáü ëó÷øå ëþáîé äðóãîé! Ââåä¼ííîå îòíîøåíèå
ïîðÿäêà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì: íå ëþáûå äâå äðîáè ñðàâíèìû ïî äàí-
íîìó îòíîøåíèþ. Íàïðèìåð, íåñðàâíèìû ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ íàè-
ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿ. Åñëè α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî äëÿ íåãî
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò.

Òåîðåìà 15.1. Âñÿêîå íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå èððàöèîíàëüíîãî
÷èñëà α åñòü ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ýòîãî ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà
ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé (rn) ÷èñëà α âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

r0 < r2 < r4 < r6 < . . . < α < . . . < r5 < r3 < r1.

Åñëè íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå
a

b
íå ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ, òî

èìååò ìåñòî îäíà èç ñèòóàöèé:

• a

b
< r0;

• a

b
íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè

÷¼òíîãî ïîðÿäêà;
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• a

b
íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè

íå÷¼òíîãî ïîðÿäêà;

• a

b
> r1.

Ïóñòü, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðîãî ÷¼òíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

rn <
a

b
< rn+2.

-q
r0

q
rn

q
a
b

q
rn+2

q
α

q
rn+1

q
r1 x

Òîãäà ∣∣∣a
b
− rn

∣∣∣ = ∣∣∣∣ab − pn
qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣aqn − pnb

bqn

∣∣∣∣ > 1

bqn
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ∣∣∣a
b
− rn

∣∣∣ < rn+1 − rn =
1

qnqn+1
.

Ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ äà¼ò

1

bqn
<

1

qnqn+1
,

îòêóäà qn+1 < b.
Äàëåå èìååì∣∣∣α− a

b

∣∣∣ > rn+2 −
a

b
=

pn+2

qn+2
− a

b
> 1

bqn+2
,

îòêóäà

|bα− a| > 1

qn+2
.

Â òî æå âðåìÿ

|α− rn+1| < rn+1 − rn+2 =
1

qn+1qn+2

è

|qn+1α− pn+1| <
1

qn+2
.

Çíà÷èò,
|qn+1α− pn+1| < |bα− a|.
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Òàêèì îáðàçîì, äðîáü rn+1 =
pn+1

qn+1
ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ïðèáëèæåíè-

åì α, íåæåëè äðîáü
a

b
� ïîñëåäíÿÿ íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëè-

æåíèåì.
Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè äðóãèõ ñëó÷àÿ. 2
Âåðíûì ÿâëÿåòñÿ è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 15.2. Âñÿêàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü èððàöèîíàëüíîãî ÷èñ-
ëà α ÿâëÿåòñÿ åãî íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè â [17].

Òåîðåìà 15.3. Âñÿêàÿ äðîáü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó∣∣∣α− a

b

∣∣∣ < 1

2b2
,

åñòü íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äðîáü
c

d
̸= a

b
ïðèáëèæàåò α ëó÷øå, ÷åì

äðîáü
a

b
. Òîãäà

|dα− c| < |bα− a| < 1

2b
;
∣∣∣α− c

d

∣∣∣ < 1

2bd
;∣∣∣ c

d
− a

b

∣∣∣ 6 ∣∣∣ c
d
− α

∣∣∣+ ∣∣∣α− a

b

∣∣∣ < 1

2bd
+

1

2b2
=

b+ d

2b2d
.

Â òî æå âðåìÿ ∣∣∣ c
d
− a

b

∣∣∣ = |cb− ad|
db

> 1

bd
.

Çíà÷èò,
1

bd
<

b+ d

2b2d
, îòêóäà d > b. Ïðîòèâîðå÷èå! 2

Òåïåðü âñ¼ ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ðå-
øåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ x2 − my2 = 1 è ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè
÷èñëà

√
m.

16. Óðàâíåíèå Ïåëëÿ è ïîäõîäÿùèå äðîáè

Òåîðåìà 16.1. Ïóñòü (x; y) � íàòóðàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x2 −my2 = 1. (1)

Òîãäà
x

y
� ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà

√
m.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó x > y > 0 è
√
m > 1, èìååì

x+ y
√
m > 2y.

Ïîýòîìó

x− y
√
m =

1

x+ y
√
m

<
1

2y
; 0 <

x

y
−
√
m <

1

2y2
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 15.3 ÷èñëî
x

y
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì

÷èñëà
√
m, ñëåäîâàòåëüíî, è ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ýòîãî ÷èñëà (ïî òåî-

ðåìå 15.1). 2
Èòàê, ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ (1) ìîæíî íàé-

òè, ïåðåáèðàÿ ïîäõîäÿùèå äðîáè ÷èñëà
√
m. Óêàæåì íîìåðà ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ äðîáåé ïðè m 6 30.
1-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü äàñò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðè

m = 2, 3, 5, 6, 8, 10, 11, 12, 15, 17, 18, 20, 24, 26, 27, 30;
3-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü äàñò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðè

m = 7, 14, 23, 28;
5-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü äàñò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðè

m = 19, 21, 22;
9-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü äàñò ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ïðè

m = 13, 29.
À ïðè m = 61 íîìåð ïîäõîäÿùåé äðîáè � 21.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî

íàéòè â [4].

Òåîðåìà 16.2. Ïóñòü
pn
qn

� n-ÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü ÷èñëà
√
m, à

l(m) � äëèíà ïåðèîäà åãî öåïíîé äðîáè. Ïàðà (pn; qn) ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ≡ −1(mod l(m)) è
n íå÷¼òíî.

Çàìå÷àíèå. Èçâåñòíû è äðóãèå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ïåëëÿ. Äâà èç íèõ � èíäèéñêèé è àíãëèéñêèé � îïèñàíû â [18] è
[27].

17. Ñðàâíåíèÿ n-é ñòåïåíè

Ïóñòü f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ðåøèòü ñðàâíåíèå

f(x) ≡ 0(modm) (1)
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îçíà÷àåò íàéòè âñå öåëûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, åìó óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå. Êàê èçâåñòíî, åñëè x ≡ x0(modm), òî è f(x) ≡ f(x0)(modm). Ïî-
ýòîìó â êà÷åñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êëàñ-
ñû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñðàâíåíèå (1) èìååò
ñòîëüêî ðåøåíèé, ñêîëüêî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m åìó óäîâëå-
òâîðÿþò. Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçûâàþò ñòåïåíüþ ñðàâíåíèÿ (1).
Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ñðàâíåíèå

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an ≡ 0(mod p) (2)

ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ai ìîæíî ñâåñòè ê íåêîòîðîìó ñðàâíåíèþ
ñòåïåíè íå âûøå p − 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí f(x) íà
ìíîãî÷ëåí xp − x:

f(x) = (xp − x)q(x) + r(x),

ãäå ñòåïåíü îñòàòêà r(x) íå ïðåâîñõîäèò p−1. Èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà
ñëåäóåò, ÷òî f(x) ≡ r(x)(mod p).

Òåîðåìà 17.1. Åñëè ñðàâíåíèå n-é ñòåïåíè ïî ïðîñòîìó ìîäó-
ëþ p èìååò áîëåå n ðåøåíèé, òî âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x)
êðàòíû p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðàâíåíèå (2) èìååò n + 1 ðåøåíèé x1,
x2, . . . , xn+1, ãäå xi ̸≡ xj(mod p) ïðè i ̸= j. Ìíîãî÷ëåíû g0 = 1 è

gk(x) =

k∏
i=1

(x− xi), k = 1, . . . , n, îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Zn[x]

ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè íå âûøå n. Ðàçëî-
æèì ìíîãî÷ëåí f(x) ïî ýòîìó áàçèñó:

f(x) =
n∑

k=0

bkgk(x). (3)

Çàìåòèì, ÷òî gk(xi) = 0 ïðè i 6 k. Ïîñêîëüêó f(x1) = b0, êîýôôèöè-
åíò b0 äåëèòñÿ íà p. Ïîäñòàâèì òåïåðü â ìíîãî÷ëåí (3) x = x2:

f(x2) = b1g1(x2) + b0 = b1(x2 − x1) + b0.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî b1 äåëèòñÿ íà p. Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå âìåñòî x ïîñëå-
äîâàòåëüíî x2, . . . , xn, xn+1, ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî êðàòíû p òàêæå
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êîýôôèöèåíòû b2,. . . , bn−1, bn. Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ðàçëîæåíè-
ÿõ ìíîãî÷ëåíîâ gk(x) íà ìíîæèòåëè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå â òîæäå-
ñòâå (3), ïîëó÷èì, ÷òî è âñå êîýôôèöèåíòû ak ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàò-
íû p. 2

Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì àíàëîãîì èçâåñòíîãî (åù¼ èç
ñðåäíåé øêîëû) ñâîéñòâà ìíîãî÷ëåíîâ: åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âû-
øå n èìååò áîëåå n êîðíåé, òî îí òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ïîñêîëüêó
íàñ èíòåðåñóåò äåëèìîñòü íà p çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà ïî ìîäóëþ p. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî åñëè êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
(ïî ìîäóëþ p) áîëüøå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, òî âñå åãî êîýôôèöèåíòû
ïî ìîäóëþ p ðàâíû íóëþ.

18. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è íåâû÷åòû.

Ñèìâîëû Ëåæàíäðà è ßêîáè

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà p, íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, åñëè ðàçðåøèìî (îòíîñèòåëü-
íî x) ñðàâíåíèå x2 ≡ a(mod p), è êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 18.1. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ñðåäè
÷èñåë 1, 2, . . . , p− 1 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ðîâíî ïîëîâèíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî x2 ≡ y2(mod p) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x+ y è x− y äåëèòñÿ íà p
(ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå ÷èñëî). Åñëè íå ðàâíûå äðóã äðóãó ÷èñëà x è
y áåðóòñÿ èç ìíîæåñòâà A = {1, 2, . . . , p− 1}, òî 0 < |x− y| < p è

x2 ≡ y2(mod p) ⇐⇒ x+ y
... p.

Ïîñêîëüêó A � ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ, êâàäðàò ëþáîãî ÷èñëà
èç A ñðàâíèì ïî ìîäóëþ p ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì èç òîãî æå ìíîæå-
ñòâà A. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî A íà ïàðû âèäà {k, p − k}. Êâàäðàòû
ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç ðàçíûõ ïàð íå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p, à êâàä-
ðàòû äâóõ ÷èñåë èç îäíîé ïàðû ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p. Òàêèì îáðà-
çîì, êàæäîé ïàðå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ¾èíäèâèäóàëüíûé¿ êâàäðàòè÷-
íûé âû÷åò, à êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è óêàçàííûõ
ïàð, òî åñòü (p− 1)/2. 2
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Óïðàæíåíèå 9. Ïóñòü p > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì âñå êâàä-
ðàòè÷íûå âû÷åòû èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , p − 1}. Äîêàæèòå, ÷òî èõ
ñóììà êðàòíà p.

Ñèìâîë Ëåæàíäðà

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ñèìâîë Ëåæàíäðà
(

a
p

)
îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

(
a

p

)
=

 0, åñëè a äåëèòñÿ íà p,
1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò,

−1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè

ëþáîì öåëîì b ñïðàâåäëèâî
(

b2

p

)
= 1.

Â çàïèñè
(

a
p

)
÷èñëà a è p íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëèòåëåì è

çíàìåíàòåëåì ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Òåîðåìà 18.2. (Ëåììà Ýéëåðà.) Åñëè p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå
÷èñëî, òî (

a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

I. a êðàòíî p. Çäåñü óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

II. a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò. Äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà b, íå êðàòíî-
ãî p, èìååì a ≡ b2(mod p). Òîãäà, èñïîëüçóÿ ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà,
ïîëó÷èì

a
p−1
2 ≡ b2(

p−1
2 ) ≡ bp−1 ≡ 1(mod p).

III. a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò. Ïîñêîëüêó(
a

p−1
2

)2
≡ ap−1 ≡ 1(mod p),

÷èñëî a
p−1
2 ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ p ñ 1 èëè −1. Ìû óæå âûÿñíèëè,

÷òî ñðàâíåíèþ x
p−1
2 ≡ 1(mod p) óäîâëåòâîðÿåò p−1

2 êâàäðàòè÷íûõ
âû÷åòîâ. Â ñèëó òåîðåìû 17.1 äðóãèõ ðåøåíèé ó äàííîãî ñðàâíåíèÿ
íåò. Çíà÷èò, äëÿ êâàäðàòè÷íîãî íåâû÷åòà îñòàåòñÿ ëèøü âîçìîæíîñòü

a
p−1
2 ≡ −1(mod p). 2
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Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà

• Åñëè a ≡ b(mod p), òî
(

a
p

)
=
(

b
p

)
.

•
(
ab

p

)
=

(
a

p

)(
b

p

)
;

(
ab2

p

)
=

(
a

p

)
;

•
(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .

Âñå ýòè ñâîéñòâà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ëåììû Ýéëåðà.
Òåïåðü ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèäíûìè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ: ïðîèçâå-

äåíèå äâóõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ � âû÷åò, ïðîèçâåäåíèå âû÷åòà è
íåâû÷åòà � íåâû÷åò, ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåâû÷åòîâ � âû÷åò.

Òåîðåìà 18.3. (Ëåììà Ãàóññà.) Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå
÷èñëî, a íå êðàòíî p, q = (p − 1)/2, P = {1, 2, . . . , q} è äëÿ êàæäîãî
k ∈ P ÷èñëî εk ∈ {−1, 1} âûáðàíî òàê, ÷òî ÷èñëî akεk ñðàâíèìî ïî
ìîäóëþ p ñ êàêèì-íèáóäü ÷èñëîì èç P . Òîãäà(

a

p

)
=

q∏
k=1

εk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà ±1,±2, . . . ,±q îá-
ðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Òåì æå ñâîéñòâîì
îáëàäàåò è ìíîæåñòâî ÷èñåë {±a,±2a, . . . ,±qa}. Ïîýòîìó, âî-ïåðâûõ,
÷èñëà εk ñóùåñòâóþò, à, âî-âòîðûõ, ÷èñëà aε1, 2aε2, . . . , kaεk ïîïàðíî
íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ p. Ñòàëî áûòü, êîãäà ÷èñëî k ïðîáåãàåò ïî P ,

òî è ÷èñëî akεk ïðîáåãàåò ïî P . Ïóñòü K =
q∏

k=1

k. Òîãäà

K ≡
q∏

k=1

akεk ≡ aqK

q∏
k=1

εk ≡
(
a

p

)
K

q∏
k=1

εk(mod p).

Ñîêðàòèâ íà K, ïîëó÷èì
(

a
p

) q∏
k=1

εk ≡ 1(mod p), îòêóäà è âûòåêàåò

òðåáóåìîå. 2
Âûâåäåì òåïåðü ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ εk. Çäåñü íàì ïîìîæåò

ðàâåíñòâî[
2ak

p

]
=

[
2

[
ak

p

]
+ 2

{
ak

p

}]
= 2

[
ak

p

]
+

[
2

{
ak

p

}]
.
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Åñëè εk = 1, òî 0 < ak < p
2 , äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà

ak
p ìåíüøå 1

2 , à öåëàÿ

÷àñòü óäâîåííîé äðîáíîé ÷àñòè 2
{

ak
p

}
ðàâíà íóëþ. Åñëè æå εk = −1,

òî p
2 < ak < p,

{
ak
p

}
> 1

2 ,
[
2
{

ak
p

}]
= 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

εk = (−1)[2{
ak
p }] = (−1)[

2ak
p ].

Òàêèì îáðàçîì, ëåììó Ãàóññà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(
a

p

)
= (−1)

q∑
k=1

[ 2ak
p ]

. (4)

Äàëåå ñäåëàåì òàêîé òðþê. Ïóñòü a � íå÷¼òíîå ÷èñëî. Òîãäà a+ p �
÷¼òíîå, è ìîæíî çàïèñàòü(

2

p

)(
a

p

)
=

(
2a

p

)
=

(
2a+ 2p

p

)
=

(
4 · a+p

2

p

)
=

(
a+p
2

p

)
=

= (−1)

q∑
k=1

[ (a+p)k
p ]

= (−1)

q∑
k=1

[ ak
p ]+

q∑
k=1

k
.

Ïîñêîëüêó

q∑
k=1

k =
1 + q

2
· q =

1 + p−1
2

2
· p− 1

2
=

p+ 1

4
· p− 1

2
=

p2 − 1

8
,

ìû ïîëó÷èëè òîæäåñòâî(
2

p

)(
a

p

)
= (−1)

q∑
k=1

[ ak
p ]+ p2−1

8
. (5)

Èçâëå÷¼ì èç íåãî äâà ïîëåçíûõ ñëåäñòâèÿ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà
(

2
p

)
, ïîëîæèâ â (5)

a = 1: (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 . (6)

Âî-âòîðûõ, òåïåðü èç (5) è (6) âûòåêàåò (íàïîìíèì, äëÿ íå÷¼òíîãî a),
÷òî (

a

p

)
= (−1)

q∑
k=1

[ ak
p ]

. (7)
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Ïîëó÷èëîñü, ÷òî åñëè èç âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4)
óáðàòü äâîéêó, òî ïðè íå÷¼òíîì a åãî çíà÷åíèå íå èçìåíèòñÿ!

Ñâîéñòâî (7) ëåæèò â îñíîâå íàèáîëåå èçâåñòíîãî äîêàçàòåëüñòâà
çíàìåíèòîãî çàêîíà âçàèìíîñòè êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ4.

Òåîðåìà 18.4. (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè.) Åñëè p è
q � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà, òî(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2 · q−1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì p1 = p−1
2 è q1 = q−1

2 è ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå ïàðû ÷èñåë âèäà ⟨qx, py⟩, ãäå x = 1, 2, . . . , p1,
y = 1, 2, . . . , q1.

Ïóñòü S1 � êîëè÷åñòâî ïàð ⟨qx, py⟩, â êîòîðûõ qx < py, à S2 �
êîëè÷åñòâî ïàð, â êîòîðûõ qx > py.

Ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïàð åñòü p1q1 è â
êàæäîé ïàðå qx ̸= py, èìååì S1 + S2 = p1q1.

Ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ S1. Íàì íóæíî âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà qx < py, èëè x < p

q y. ßñíî, ÷òî
p
q y � íåöåëîå ÷èñëî è ïðè

ôèêñèðîâàííîì y äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé x â òî÷íîñòè
[
p
q y
]
. Ïîýòîìó

S1 =

q1∑
y=1

[
p

q
y

]
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì S2:

S2 =

p1∑
x=1

[
q

p
x

]
.

Âèäíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåé ôîðìóëû ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì
äëÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè (−1) â ôîðìóëå (7), åñëè ïîëîæèòü a = q.

Ïîýòîìó
(

q
p

)
= (−1)S2 . Òî÷íî òàê æå

(
p
q

)
= (−1)S1 . Ñëåäîâàòåëüíî,(

p

q

)(
q

p

)
= (−1)S1 · (−1)S2 = (−1)S1+S2 = (−1)p1q1 .

4Ýòîò çàêîí ñôîðìóëèðîâàë À. Ëåæàíäð, íî îòêðûë (â íåêîòîðîé ýêâèâàëåíò-
íîé ôîðìå) åù¼ Ë. Ýéëåð. À ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî íàø¼ë â 1796 ã. Ê. Ãàóññ ïîñëå
ãîäà ¾íàïðÿæ¼ííåéøèõ óñèëèé¿. Äîêàçàòåëüñòâî ýòî áûëî âåñüìà ãðîìîçäêèì.
Ïîçäíåå Ãàóññ íàø¼ë åù¼ øåñòü äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ (à íûíå èçâåñòíîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ò. í. ¾çîëîòîé òåîðåìû¿ äîñòèãàåò ïÿòèäåñÿòè). Èñòî-
ðè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè à êíèãå [11].
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Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü! 2
Ïîêàæåì, êàê çàêîí âçàèìíîñòè ðàáîòàåò ïðè âû÷èñëåíèè ñèìâî-

ëîâ Ëåæàíäðà.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèòü

(
59
269

)
.

Èìååì
(

59
269

) (
269
59

)
= (−1)

59−1
2 · 269−1

2 = (−1)29·134 = 1. Ïîýòîìó(
59
269

)
=
(
269
59

)
. Äàëåå:(
269

59

)
=

(
59 · 4 + 33

59

)
=

(
33

59

)
=

(
3

59

)(
11

59

)
.

Âíîâü ïðèìåíèì çàêîí âçàèìíîñòè:(
3

59

)(
59

3

)
= (−1)1·29 = −1,

(
11

59

)(
59

11

)
= (−1)5·29 = −1,

îòêóäà
(

3
59

)
= −

(
59
3

)
è
(
11
59

)
= −

(
59
11

)
. Íàêîíåö,(

59

3

)
=

(
2

3

)
= −1;

(
59

11

)
=

(
4

11

)
=

(
22

11

)
= 1.

Òàêèì îáðàçîì,
(

59
269

)
=
(

3
59

) (
11
59

)
=
(
59
3

) (
59
11

)
= −1.

Çàäà÷è íà ñèìâîë Ëåæàíäðà

Óïðàæíåíèå 10. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íàé-
ä¼òñÿ òàêîå öåëîå ÷èñëî x, ÷òî ÷èñëî (x2 − 2)(x2 − 3)(x2 − 6) äåëèòñÿ
íà p.

Óïðàæíåíèå 11. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ.

1.
(

−1
p

)
= 1 ⇐⇒ p ≡ 1(mod 4).

2. Eñëè x2 + 1
... p, ãäå x ∈ Z, òî p ≡ 1(mod 4).

3. Eñëè x2 + 1
... n, ãäå x ∈ Z, à n � íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

n ≡ 1(mod 4).

4. (Òåîðåìà Æèðàðà) Åñëè p ≡ 3(mod 4) è x2 + y2
... p (x, y ∈ Z),

òî îáà ÷èñëà x è y êðàòíû p.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì x2 ≡ −y2(mod p). Åñëè x íå äåëèòñÿ íà

p, òî
(

−y2

p

)
= 1, îòêóäà

(
−1
p

)
= 1 è p = 4k+1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ òåîðåìû.2

5. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1 = 5, p2 = 13, . . . , pn � âñå ïðîñòûå
÷èñëà âèäà 4k + 1. Ðàññìîòðèì ÷èñëî P = (p1p2 . . . pn)

2 + 1.
Âñå åãî íå÷¼òíûå äåëèòåëè èìåþò âèä 4k + 1, íî ñðåäè íèõ íåò
p1, p2, . . . , pn. Ïðîòèâîðå÷èå! 2

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íå èìåþò
ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:

à) (x2 − 1)y = 4z2 + (2z + 1)2;

á) x3 + 7 = y2.

Óïðàæíåíèå 13. (Ë. Ýéëåð) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

4xy − x− y = z2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, íî íå èìååò ðåøåíèé
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Óïðàæíåíèå 14. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî(
3

p

)
=

{
1, åñëè p = 12k ± 1,

−1, åñëè p = 12k ± 5.

Óïðàæíåíèå 15. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî(
−3

p

)
=

{
1, åñëè p = 6k + 1,

−1, åñëè p = 6k − 1.

Óïðàæíåíèå 16. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà p = 6k + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëàãàÿ ïðîòèâíîå, îáîçíà÷èì ÷åðåç N
ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë óêàçàííîãî âèäà. Ðàññìîòðèì
÷èñëî m = 4N2+3. Îíî íå÷¼òíî è íå äåëèòñÿ íà 3 (ò. ê. N íå äåëèòñÿ
íà 3). Ïóñòü p � êàêîé-íèáóäü ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà m. ßñíî, ÷òî

p > 3. Òîãäà (2N)2 ≡ −3(mod p), îòêóäà
(

−3
p

)
= 1. Ïî ïðåäûäóùåé
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çàäà÷å ïîëó÷àåì p = 6k + 1. Íî òîãäà N äåëèòñÿ íà p, è 3 = m− 4N2

òàêæå äåëèòñÿ íà p, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî! 2

Óïðàæíåíèå 17. Ïóñòü p = 2n − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà,

ïðè÷¼ì p > 3. Äîêàæèòå, ÷òî
(

3
p

)
= −1.

Óïðàæíåíèå 18. Ïóñòü p = 2n+1 � ïðîñòîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì p > 3.

Äîêàæèòå, ÷òî
(

3
p

)
= −1.

Óïðàæíåíèå 19. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì n > 1 ÷èñëî 3n − 1
íå äåëèòñÿ íà 2n − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n ÷¼òíî, òî 2n − 1
... 3, è óòâåðæäåíèå î÷å-

âèäíî.
Ïóñòü n = 2k+1. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî 3 ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷íûì âû÷åòîì ïî ëþáîìó ïðîñòîìó äåëèòåëþ ÷èñëà 3n − 1. Äåé-

ñòâèòåëüíî, åñëè 3n − 1
... p, òî 3n ≡ 1(mod p), 3n+1 ≡ 3(mod p) è(

3
n+1
2

)2
≡ 3(mod p).

Èç óïðàæíåíèÿ 14 òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî p ñðàâíèìî ñ 1 èëè
−1 ïî ìîäóëþ 12. Åñëè 2n − 1 äåëèò ÷èñëî 3n − 1, òî âñå åãî ïðî-
ñòûå äåëèòåëè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè 3n − 1 è îáëàäàþò îòìå÷åííûì
ñâîéñòâîì. Íî òîãäà è 2n − 1 ≡ ±1(mod 12).

Îäíàêî, ýòî íå òàê! Ïîñêîëüêó 24 ≡ 22(mod 12), ñïðàâåäëèâî
22k ≡ 22(mod 12) è

22k+1 − 1 ≡ 2 · 22 − 1 ≡ 7(mod 12).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è. 2

Óïðàæíåíèå 20. (Í. Í. Îñèïîâ) Åñëè x è y � öåëûå ÷èñëà, ïðè-
÷¼ì y íå êðàòíî 3, òî 3x2 − 1 íå äåëèòñÿ íà 8y2 − 1. Äîêàçàòü.

Ñèìâîë ßêîáè

Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè ïîçâîëÿåò ñâåñòè âû÷èñëåíèå

ñèìâîëà Ëåæàíäðà
(

p
q

)
, ãäå p < q � íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà, ê

âû÷èñëåíèþ ñèìâîëà Ëåæàíäðà ñ ìåíüøèì çíàìåíàòåëåì
(

q
p

)
. Åñëè

äàëåå çàìåíèòü ÷èñëèòåëü íà îñòàòîê îò åãî äåëåíèÿ íà çíàìåíàòåëü,
âûäåëèòü â ïîñëåäíåì ÷àñòü, ñâîáîäíóþ îò êâàäðàòîâ, è ðàçëîæèòü
å¼ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, òî ìû ñâåä¼ì çàäà÷ó ê òàêîé æå, òîëüêî
ñ ìåíüøèì çíàìåíàòåëåì. Êàê ýòî äåëàåòñÿ, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â
ðåø¼ííîì âûøå ïðèìåðå.
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Ïðîáëåìà çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæè-
òåëè � íåòðèâèàëüíàÿ (ïî òðóäî¼ìêîñòè) îïåðàöèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ââîäÿò ñèìâîë ßêîáè

(
a
P

)
, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì ñèìâîëà Ëåæàíä-

ðà è îáëàäàþùèé ïîëåçíûìè äëÿ âû÷èñëåíèé ñâîéñòâàìè, ïðè ýòîì
îòêàçûâàþòñÿ îò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû çíàìåíàòåëü P áûë ïðîñòûì ÷èñ-
ëîì.

Ïóñòü P = p1p2 . . . pr � ïðîèçâåäåíèå íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë,
ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþùèåñÿ. Äëÿ ÷èñëà a, âçàèìíî ïðî-
ñòîãî ñ P , ñèìâîë ßêîáè

(
a
P

)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

( a

P

)
=

r∏
k=1

(
a

pk

)
.

Åñëè r = 1, ò. å. P � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, òî ñèìâîë ßêîáè ïðå-
âðàùàåòñÿ â ñèìâîë Ëåæàíäðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè
(
a
P

)
= −1, òî äëÿ êàêîãî-òî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ

pk ÷èñëà P èìååì
(

a
pk

)
= −1, â ñèëó ÷åãî íåò ðåøåíèé ó ñðàâíåíèÿ

x2 ≡ a(mod pk), òåì áîëåå è ó ñðàâíåíèÿ x2 ≡ a(modP ).
Åñëè æå

(
a
P

)
= 1, òî â ñëó÷àå ñîñòàâíîãî P ýòî íå íå äà¼ò èí-

ôîðìàöèè î òîì, ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a(modP ). Íàïðèìåð,(−1
21

)
=
(−1

3

)
·
(−1

7

)
= (−1) · (−1) = 1, õîòÿ ñðàâíåíèå x2 ≡ −1(mod 21)

íå èìååò ðåøåíèé (ñêàæåì, èç-çà òîãî, ÷òî x2 + 1 íå äåëèòñÿ íà 3).
Ñèìâîë ßêîáè èñïîëüçóþò â ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäêàõ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè

• Åñëè a ≡ b(modP ), òî
(
a
P

)
=
(

b
P

)
.

•
(
ab

P

)
=
( a

P

)( b

P

)
;

(
ab2

P

)
=
( a

P

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ îïèðàåòñÿ òîëüêî íà
îïðåäåëåíèå ñèìâîëà ßêîáè è ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëå-
æàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ ñâîéñòâ ìåíåå î÷åâèäíî, è ìû èõ ïðèâåä¼ì.

•
(
−1

P

)
= (−1)

P−1
2 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìèíóñ åäèíè-
öû:

P − 1

2
=

(
1 + 2 · p1−1

2

)
. . .
(
1 + 2 · pr−1

2

)
− 1

2
=

r∑
k=1

pk − 1

2
+ 2N,

ãäå N � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà

(−1)
P−1

2 = (−1)

r∑
k=1

pk−1

2
=

r∏
k=1

(−1)
pk−1

2 =
r∏

k=1

(
−1

pk

)
=

(
−1

P

)
.

•
(
2

P

)
= (−1)

P2−1
8 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìèíóñ åäèíè-
öû:

P 2 − 1

8
=

p21 . . . p
2
r − 1

8
=

(
1 + 8 · p2

1−1
8

)
. . .
(
1 + 8 · p2

r−1
8

)
− 1

8
=

=
r∑

k=1

p2k − 1

8
+ 2N,

ãäå N � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îòñþäà

(−1)
P2−1

8 = (−1)

r∑
k=1

p2k−1

8
=

r∏
k=1

(−1)
p2k−1

8 =

r∏
k=1

(
2

pk

)
=

(
2

P

)
.

Èìååò ìåñòî è êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè äëÿ ñèìâîëà
ßêîáè.

• Åñëè P è Q � âçàèìíî ïðîñòûå íå÷¼òíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò
åäèíèöû, òî (

P

Q

)(
Q

P

)
= (−1)

P−1
2 ·Q−1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçëîæèì ÷èñëà P è Q íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè:
P = p1p2 . . . pr, Q = q1q2 . . . qs. Èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû P è Q
ñëåäóåò, ÷òî ∀i, j pi ̸= qj . Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì ñèìâîëà ßêîáè è
óæå èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà è ßêîáè, ïîëó÷àåì(

Q

P

)
=

r∏
i=1

(
Q

pi

)
=

r∏
i=1

s∏
j=1

(
qj
pi

)
=

60



= (−1)

r∑
i=1

s∑
j=1

pi−1

2 ·
qj−1

2
r∏

i=1

s∏
j=1

(
pi
qj

)
= (−1)

r∑
i=1

pi−1

2 ·
s∑

j=1

qj−1

2

(
P

Q

)
.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî N ñïðàâåä-

ëèâî ðàâåíñòâî
P − 1

2
=

r∑
i=1

pi − 1

2
+ 2N , ò. å. ÷èñëî

P − 1

2
èìååò îäè-

íàêîâóþ ÷¼òíîñòü ñ ÷èñëîì
r∑

i=1

pi − 1

2
. Òî æå âåðíî äëÿ ÷èñåë

Q− 1

2

è
s∑

j=1

qj − 1

2
. Ïîýòîìó

(−1)

r∑
i=1

pi−1

2 ·
s∑

j=1

qj−1

2

= (−1)
P−1

2 ·Q−1
2 .

Òåïåðü âñ¼ äîêàçàíî. 2

Ïðèìåð. Èìååò ëè ðåøåíèå ñðàâíåíèå x2 ≡ 327(mod 601)?

Ðåøåíèå. Äëÿ îòâåòà íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ íóæíî âû÷èñëèòü
ñèìâîë Ëåæàíäðà

(
327
601

)
. Âû÷èñëÿòü åãî áóäåì êàê ñèìâîë ßêîáè,

ïîëüçóÿñü äîêàçàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.(
327

601

)
=

(
601

327

)
=

(
274

327

)
=

(
2

327

)(
137

327

)
=

(
137

327

)
=

=

(
327

137

)
=

(
53

137

)
=

(
137

53

)
=

(
31

53

)
=

(
53

31

)
=

(
22

31

)
=

=

(
11

31

)
= −

(
31

11

)
= −

(
9

11

)
= −1.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 327 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìî-
äóëþ 601; ñðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.

19. Ïîêàçàòåëè è ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Êàê èçâåñòíî, åñëè a è m � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî x âûïîëíåíî ñðàâíåíèå

ax ≡ 1(modm). (1)
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Íàïðèìåð, â ñèëó òåîðåìû Ýéëåðà, ãîäèòñÿ x = φ(m). Íàèìåíüøåå
÷èñëî x ñî ñâîéñòâîì (1) íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì, êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò ÷èñëî a ïî ìîäóëþ m. Îáîçíà÷åíèå: ordm a.

Àëãåáðàè÷åñêèé ñìûñë ïîêàçàòåëÿ î÷åíü ïðîñòîé. Ðàññìîòðèì
öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ñ îáðàçóþùèì ýëåìåíòîì a â ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå Z∗

m (íàïîìíèì, ÷òî Z∗
m îáðàçîâàíà îáðàòèìûìè

ïî óìíîæåíèþ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m). Ïîðÿäîê ýòîé
ïîäãðóïïû (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîðÿäîê ýëåìåíòà a) è åñòü ordm a.

Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïîêàçàòåëÿ

Ïîëîæèì δ = ordm a.

• ×èñëà 1, a, a2, . . . , aδ−1 ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, ak ≡ an(modm), ãäå δ > k > n > 0, òî

an(ak−n − 1)
...m, îòêóäà ak−n ≡ 1(modm), ïðè÷¼ì k− n < δ, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè δ.

• ax ≡ ay(modm) ⇐⇒ x ≡ y(mod δ).
Ïîäåëèì x íà δ: x = δq + r, ãäå 0 6 r < δ. Òîãäà ax = (aδ)qar ≡
≡ ar(modm). Ñòàëî áûòü, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ax íà m îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ x íà δ.

• ax ≡ 1(modm) ⇐⇒ x
... δ.

Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå äâóõ ïðåäûäóùèõ ñâîéñòâ.

• φ(m)
... δ.

Âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà è òåîðåìû Ýéëåðà.

• ordm(ak) = δ
(k,δ) . Â ÷àñòíîñòè, åñëè k è δ � âçàèìíî ïðîñòûå

÷èñëà, òî ordm(ak) = δ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü k = k1d, δ = δ1d, ãäå d = (k, δ). Òîãäà
(k1, δ1) = 1 è δ1 = δ

(k,d) . Èìååì

(ak)x − 1
...m ⇐⇒ kx

... δ ⇐⇒ k1dx
... δ1d ⇐⇒ k1x

... δ1 ⇐⇒ x
... δ1.

Åñëè ordm g = φ(m), òî ÷èñëî g íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíûì êîð-
íåì ïî ìîäóëþ m.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ÷èñåë 2, 3, 4, 5 â êà÷åñòâå ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíåé ìîæíî âçÿòü ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà 1, 2, 3, 2.

Îäíàêî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò íå äëÿ ëþáîãî m.

62



Ïîêàçàòåëè ïî ìîäóëþ 2n

Ñ÷èòàåì, ÷òî n > 3.
Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû. ×èñëî

a2 − 1 = (a − 1)(a + 1) äåëèòñÿ íà 8 êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîñåäíèõ
÷¼òíûõ ÷èñåë (ðîâíî îäíî èç íèõ êðàòíî ÷åòûð¼ì). Âûäåëèì íàèáîëü-
øóþ ñòåïåíü äâîéêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî a2 − 1:

a2 − 1 = 2kc1.

Çäåñü c1 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, à k > 3. Òîãäà

a4 − 1 = (a2 − 1)(a2 + 1) = 2kc1(2
kc1 + 2) = 2k+1c1(2

k−1c1 + 1).

Çíà÷èò, a4 − 1 = 2k+1c2, ãäå c2 � íå÷¼òíîå ÷èñëî.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ñïðàâåäëèâî a2

i

= 2k+i−1ci, ãäå ci íå÷¼òíî.
Òîãäà

a2
i+1

− 1 =
(
a2

i

− 1
)(

a2
i

+ 1
)
= 2k+i−1ci(2

k+i−1ci + 2) =

= 2k+ici(2
k+i−2ci + 1) = 2k+ici+1,

ãäå ci+1 íå÷¼òíî.

Ìû ïî èíäóêöèè äîêàçàëè, ÷òî ∀i a2
i−1 = 2k+i−1ci. Â ÷àñòíîñòè,

a2
n−k+1−1 = 2ncn−k+1, à ïðè j < n−k+1 ÷èñëî a2

j−1 íå äåëèòñÿ íà 2n.
Çíà÷èò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîêàçàòåëü, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ÷èñëî a
ïî ìîäóëþ 2n, ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2n−k+1 è èìååò âèä 2j , íî
ïðè ýòîì j > n− k + 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ord2n(a) = 2n−k+1 6 2n−2 < 2n−1 = φ(2n).

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî k > 3.
Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäó-

ëþ 2n, ãäå n > 3.
Íàèáîëüøåìó ïîêàçàòåëþ 2n−2 ïî ìîäóëþ 2n ïðèíàäëåæàò, â ÷àñò-

íîñòè, ÷èñëà 3 è 5, ïîñêîëüêó 32 − 1 = 23 è 52 − 1 = 23 · 3 (ò. å. äëÿ
òðîéêè è ïÿò¼ðêè èìååì â âûêëàäêàõ, ïðîâåä¼ííûõ âûøå, k = 3).

Åñëè äîáàâèòü ê íàáîðó ÷èñåë

1, 5, 52, . . . , 52
n−2−1 (2)

÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ çíàêîì:

−1,−5,−52, . . . ,−52
n−2−1, (3)
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òî ïîëó÷èì ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2n. Äåéñòâè-
òåëüíî, êàê â íàáîðå (2), òàê è â íàáîðå (3), ÷èñëà ïîïàðíî íåñðàâíè-
ìû ïî ìîäóëþ 2n (ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ïîêàçàòåëÿ). Êðîìå òîãî,
÷èñëà èç ïåðâîãî íàáîðà ïðè äåëåíèè íà 4 äàþò îñòàòîê 1, à èç âòîðîãî
ñîîòâåòñòâåííî 3. Ïîýòîìó ÷èñëà

±1,±5,±52, . . . ,±52
n−2−1 (4)

ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî óêàçàííîìó ìîäóëþ. À âñåãî â íàáîðå (4), êàê
ëåãêî ïîäñ÷èòàòü, 2 ·2n−2 = 2n−1 = φ(2n) ÷èñåë. Çíà÷èò, îíè îáðàçóþò
ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2n (íàïîìíèì, n > 3).

Óïðàæíåíèå 21. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà ±1,±3,±32, . . . ,±32
n−2−1

òàêæå îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 2n (n > 3).

Óïðàæíåíèå 22. Íàéäèòå âñå öåëûå a, äëÿ êîòîðûõ
±1,±a,±a2, . . . ,±a2

n−2−1 � ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
2n, ãäå n > 3.

Îòâåò: a ≡ ±3(mod 8).

Ïîêàçàòåëè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ

Òåîðåìà 19.1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, à δ � ïðîèç-
âîëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà p− 1. Òîãäà δ � ïîêàçàòåëü, è åìó ïðèíàä-
ëåæèò ðîâíî φ(δ) îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïîêàçàòåëü δ (ìû çíàåì, ÷òî δ äå-
ëèò φ(p) = p − 1). Ïóñòü ýòîìó ïîêàçàòåëþ ïðèíàäëåæèò ÷èñëî a,
ò. å. ordp a = δ. Òîãäà ÷èñëà 1, a, a2, . . . , aδ−1 ïîïàðíî íåñðàâíèìû
ïî ìîäóëþ p è óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ xδ ≡ 1(mod p). Êîëè÷å-
ñòâî ýòèõ ÷èñåë ðàâíî ñòåïåíè ñðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ÷èñ-
ëà b, ïðèíàäëåæàùåãî ïîêàçàòåëþ δ, íàéä¼òñÿ ÷èñëî k òàêîå, ÷òî
0 6 k 6 δ − 1 è b ≡ ak(mod p). Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,

ordp(a
k) = δ ⇐⇒ (k, δ) = 1.

Ñòàëî áûòü, ÷èñëî k ìîæíî âûáðàòü φ(δ) ñïîñîáàìè.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè åñòü õîòÿ áû îäèí îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà p,

ïðèíàäëåæàùèé ïîêàçàòåëþ δ, òî òàêèõ îñòàòêîâ ðîâíî φ(δ), à äëÿ
ëþáîãî ÷èñëà d 6 p− 1 êîëè÷åñòâî îñòàòêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïîêàçà-
òåëþ d, ðàâíî ëèáî íóëþ, ëèáî φ(d). Åñëè d íå äåëèò p−1, òî çàâåäîìî
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d íå ìîæåò áûòü ïîêàçàòåëåì. Ñóììèðóÿ êîëè÷åñòâî îñòàòêîâ ïî âñåì
âîçìîæíûì ïîêàçàòåëÿì, ïîëó÷àåì

p− 1 6
∑
δ|p−1

φ(δ). (5)

Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå â ñîîòíîøåíèè (5) äîëæíî áûòü ðàâåíñòâî
(ñì. ñóììàòîðíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà; �11). Ïîýòîìó è
êàæäûé äåëèòåëü δ ÷èñëà p− 1 ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì, êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæèò ðîâíî φ(δ) îñòàòêîâ. 2

Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàòåëþ p− 1 = φ(p) ïðèíàäëåæèò ðîâíî φ(p− 1)
îñòàòêîâ. Çíà÷èò, ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p ñóùåñòâóþò, è
ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , p− 1 èõ ðîâíî φ(p− 1).

Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëÿì pn è 2pn

Òåîðåìà 19.2. Ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ pn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.
Ñóùåñòâóåò ÷èñëî t, äëÿ êîòîðîãî

(g + pt)p−1 = 1 + pu, u ̸
... p.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó gp−1 ≡ 1(mod p), èìååì gp−1 = 1+ pT0 äëÿ
íåêîòîðîãî T0. Òîãäà

(g + pt)p−1 = gp−1 + (p− 1)gp−2 · pt+ p2T = 1 + pT0 − gp−2tp+ p2T ′ =

= 1 + p(T0 − gp−2t+ pT ′) = 1 + pu.

Ïîñêîëüêó (gp−2, p) = 1, ÷èñëî u ïðîáåãàåò âìåñòå ñ t ïîëíóþ ñèñòåìó
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåêîòîðîãî t ÷èñëî u íå áóäåò
êðàòíî p. Çàôèêñèðóåì òàêîå t è îáîçíà÷èì

x = g + pt, y = xp−1 = 1 + pu.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî x ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî
ìîäóëþ pn äëÿ ëþáîãî n > 1.

Ïóñòü ordpn x = c. Òîãäà xc ≡ 1(mod pn), îòêóäà xc ≡ 1(mod p).
Ïîñêîëüêó x ≡ g(mod p), ïîëó÷àåì, ÷òî gc ≡ 1(mod p). ×èñëî g �

ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Ïîýòîìó ordp g = p− 1 è c
... p− 1.
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Ïî ñâîéñòâó ïîêàçàòåëÿ, φ(pn) = pn−1(p − 1)
... c. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî c

äåëèòñÿ íà p− 1, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ÷èñëî c ïðåäñòàâèìî â âèäå
c = (p−1)pr−1, ãäå r 6 n. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî r = n. Èìååì

yp = (1 + pu)p = 1 + p2u2, u2 ̸
... p;

yp
2

= (1 + p2u2)
p = 1 + p3u3, u3 ̸

... p;

yp
r−1

= (1 + pr−1ur−1)
p = 1 + prur, ur ̸

... p.

Ïîñêîëüêó

xc = x(p−1)pr−1

= yp
r−1

= 1 + prur ≡ 1(mod pn),

ãäå ur íå êðàòíî p, ïîëó÷àåì, ÷òî pr êðàòíî pn, îòêóäà r > n. Ñòàëî
áûòü, r = n. 2

Òåïåðü íåñëîæíî íàéòè ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è ïî ìîäóëþ 2pn,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî φ(2pn) = φ(pn). Çàìåòèì, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì x ñðàâ-
íåíèÿ xt ≡ 1(mod pn) è xt ≡ 1(mod 2pn) ðàâíîñèëüíû. Ïîýòîìó åñëè
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g1 ïî ìîäóëþ pn � íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî g1 áóäåò
è ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pn. Åñëè æå g1 ÷¼òíîå ÷èñëî,
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pn áóäåò ÷èñëî g1 + pn.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïðèìåíÿþò
ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Òåîðåìà 19.3. Ïóñòü m = pn èëè m = 2pn, ãäå p � ïðîñòîå
íå÷¼òíîå ÷èñëî, n > 1. Ïóñòü òàêæå q1, q2, . . . , qk � âñå ðàçëè÷íûå
ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà d = φ(m). ×èñëî g, âçàèìíî ïðîñòîå ñ m,
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íå âûïîëíÿåòñÿ íè îäíî èç ñðàâíåíèé

g
d
q1 ≡ 1(modm), g

d
q2 ≡ 1(modm), . . . , g

d
qk ≡ 1(modm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êî-
ðåíü ïî ìîäóëþ m. Òîãäà ordm g = d. Ïîñêîëüêó d

qi
< d, ñðàâíåíèå

g
d
qi ≡ 1(modm) íå ìîæåò èìåòü ìåñòà!
Äîñòàòî÷íîñòü. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü ordm g = δ < d. Ïî ñâîé-

ñòâó ïîêàçàòåëÿ d
... δ. Ïóñòü q � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñ-

ëà d
δ . Òîãäà

d
δ = qu äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî u. Ïðè ýòîì d

q = δu
è

g
d
q = gδu ≡ 1(modm),
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.
Ïðèìåð 1. Íàéä¼ì ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m = 41.

×èñëî φ(41) = 40 èìååò äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ: 2 è 5. Íàì íóæíî íàéòè
÷èñëî g, íå êðàòíîå 41 è íå óäîâëåòâîðÿþùåå íè îäíîìó èç ñðàâíåíèé
g20 ≡ 1(mod 41) è g8 ≡ 1(mod 41). Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì (ïî
ìîäóëþ 41):

28 ≡ 10, 220 ≡ 1, 38 ≡ 1, 420 ≡ 1, 520 ≡ 1, 68 ≡ 10, 620 ≡ −1.

Çíà÷èò, 6 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 41.
Ïðèìåð 2.Íàéä¼ì ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþm = 412. Áó-

äåì äåéñòâîâàòü, êàê â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 19.2. Ïðåäâàðèòåëüíî
çàìåòèì, ÷òî 640 − 1 = 41 · 3 + 412l. Ïîýòîìó

(6 + 41t)40 = 640 + 40 · 639 · 41t+ 412T =

= 1 + 41(3 + 41l + 41 · 639t− 639t+ 41T ) = 1 + 41u.

Íóæíî ïîäîáðàòü òàêîå t, ïðè êîòîðîì u ̸
...41. Ïîäîéä¼ò t = 0. Çíà÷èò,

6 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 412.
Ïðèìåð 3. Íàéä¼ì ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m = 2 · 412.

Ïî îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå ïîäîéä¼ò ÷èñëî 6 + 412.

Ïî êàêèì ìîäóëÿì åñòü ïåðâîîáðàçíûå êîðíè?

Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ÷èñëà p è ëþáî-
ãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ pn

è 2pn. Ñðåäè ñòåïåíåé äâîéêè ïåðâîîáðàçíûå êîðíè èìåþò òîëüêî 2
è 4. Îêàçûâàåòñÿ, óêàçàííûìè ÷èñëàìè ïîëíîñòüþ èñ÷åðïûâàåòñÿ îò-
âåò íà âîïðîñ èç çàãîëîâêà ïàðàãðàôà!

Òåîðåìà 19.4. Åñëè ÷èñëî m îòëè÷íî îò 2, 4, íå èìååò âèäà
m = pn èëè m = 2pn, ãäå p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, n ∈ N, òî íå
ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì äëÿ ÷èñëà ñ èçâåñòíûì ðàçëîæåíè-

åì íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè m =
∏
i

pki
i ôóíêöèþ Êàðìàéêëà λ(m) êàê

íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ÷èñåë φ
(
pki
i

)
= pki−1

i (pi − 1).

Åñëè (a,m) = 1, òî äëÿ êàæäîãî i ïî òåîðåìå Ýéëåðà aφ(p
ki
i )−1

...pki
i .

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Êàðìàéêëà îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî i

÷èñëî aλ(m) − 1
... pki

i . Ïîýòîìó aλ(m) ≡ 1(modm).
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Åñëè ÷èñëî m èìååò äâà ðàçíûõ ïðîñòûå íå÷¼òíûõ äåëèòåëÿ p è q,
òî (p− 1, q − 1) > 2, [p− 1, q − 1] < (p− 1)(q − 1) è λ(m) < φ(m).

Ñëó÷àé m = 2n ïîëíîñòüþ ðàññìîòðåí âûøå.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m = 2npk, ãäå n > 2, k > 1, à p �

íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Èìååì:

φ(m) = 2n−1pk−1(p− 1); λ(m) = [2n−1, pk−1(p− 1)] < φ(m),

òàê êàê (2n−1, p− 1) > 2. 2

Çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ

Íèæå âñþäó p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî.

Óïðàæíåíèå 23. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî gk ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ
p ëèøü ïðè ÷¼òíîì k.

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, . . . , p− 1 ìîæíî ðàñ-
ñòàâèòü ïî êðóãó òàê, ÷òî äëÿ ëþáûõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë a,
b è c ðàçíîñòü b2 − ac äåëèòñÿ íà p.

Óïðàæíåíèå 25. Ïðè êàêèõ k ñóììà S =

p−1∑
j=1

jk êðàòíà p?

Ðåøåíèå. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. ×èñëà
1, 2, . . . , p − 1 îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p.
Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò ÷èñëà g, 2g, . . . , (p − 1)g, ïîñêîëüêó g
âçàèìíî ïðîñòî ñ p. Ïîýòîìó

S =

p−1∑
j=1

jk ≡
p−1∑
j=1

(gj)k ≡ gk
p−1∑
j=1

jk(mod p),

îòêóäà S(gk − 1)
... p. Åñëè k íå äåëèòñÿ íà p − 1, òî gk ̸≡ 1(mod p), è,

ñëåäîâàòåëüíî, S äåëèòñÿ íà p. Åñëè æå k êðàòíî p−1, òî jk ≡ 1(mod p)
(j = 1, 2, . . . , p− 1) è S ≡ p− 1(mod p).

20. Äèñêðåòíîå ëîãàðèôìèðîâàíèå

Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m = pn

èëè m = 2pn. Ïóñòü òàêæå c = φ(m), à g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ m. Êàê ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, êîãäà ÷èñëî x

68



ïðîáåãàåò ïî ìíîæåñòâó {0, 1, . . . , c−1}, ÷èñëî gx ïðîáåãàåò ïðèâåä¼í-
íóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a, âçà-
èìíî ïðîñòîãî ñ m, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî x ∈ {0, 1, . . . , c−1}
òàêîå, ÷òî

a ≡ gx(modm). (1)

Åñëè âûïîëíåíî ñðàâíåíèå (1), òî ÷èñëî x íàçûâàþò èíäåêñîì ÷èñëà
a ïî ìîäóëþ m ïðè îñíîâàíèè g è ïðè ýòîì èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèå
x = indg a (åñëè â êàêîì-òî êîíòåêñòà îñíîâàíèå g ôèêñèðîâàíî, òî
åãî îáîçíà÷åíèå îïóñêàþò è çàïèñûâàþò ïðîñòî x = ind a). Çäåñü ìû
èìååì âïîëíå ïðîçðà÷íóþ àíàëîãèþ ñ ïîíÿòèåì ëîãàðèôìà. Ïîýòîìó
íàõîæäåíèå èíäåêñà è íàçûâàþò äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x′ ∈ {0, 1, . . . , c − 1} è ÷èñëî x′ îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì (1), òî âñå îñòàëüíûå ÷èñëà x ñî ñâîéñòâîì (1) ñðàâíèìû ñ x′

ïî ìîäóëþ c. Ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ïîêàçàòåëÿ è îïðåäåëåíèÿ ïåðâî-
îáðàçíîãî êîðíÿ. Èíäåêñû ÷èñëà a (ïðè ôèêñèðîâàííîì g) îáðàçóþò
êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ c = φ(m), à ÷èñëà ñ çàäàííûì èíäåêñîì x
îáðàçóþò êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ñâîéñòâà èíäåêñà

Áëàãîäàðÿ ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, èíäåêñ èìååò ñâîéñòâà, àíàëîãè÷-
íûå ñâîéñòâàì ëîãàðèôìà.

• ind(ab) ≡ ind a+ ind b(mod c).

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñðàâíåíèé a ≡ gind a(modm) è b ≡ gind b(modm)
ñëåäóåò, ÷òî ab ≡ gind a+ind b(modm).

• ind(an) ≡ n ind a(mod c).

Ýòî � íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p ìîæíî ñîñòàâèòü äâå òàáëèöû èíäåêñîâ: â
îäíîé ïî ÷èñëó a ìîæíî íàéòè ind a (äëÿ íàèìåíüøåãî ïåðâîîáðàç-
íîãî êîðíÿ g); â äðóãîé ïî çíà÷åíèþ ind a èùóò ñàìî ÷èñëî a. Â [6]
ïðèâîäÿòñÿ òàêèå òàáëèöû äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 100. Â
òîé æå êíèãå èìååòñÿ òàáëèöà íàèìåíüøèõ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé äëÿ
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 4 070.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà òðóäî¼ìêîé. È ýòîò ôàêò ëåæèò â îñíîâå ïðèìåíåíèÿ äèñêðåò-
íîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â êðèïòîãðàôèè. Ïîêàæåì, ñëåäóÿ [13], êàê
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äâîå ëèö, îáùàÿñü òîëüêî ÷åðåç ñåòü Èíòåðíåò, ìîãóò ïîñòðîèòü îá-
ùèé ñåêðåòíûé êëþ÷. Ïðè ýòîì, äàæå çíàÿ âñþ ïåðåïèñêó ýòèõ ëèö,
íåëüçÿ çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ âîññòàíîâèòü ýòîò êëþ÷.

Ïóñòü ëèöà A è B â ïðîöåññå ïåðåïèñêè âûáðàëè íåêîòîðîå ïðîñòîå
÷èñëî p è ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p. Äàëåå A è B âûáèðàþò
(â òàéíå îò âðàãîâ) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà x è y èç ïðîìåæóòêà ÷èñåë
îò 1 äî p − 1, à ñîîáùàþò äðó äðóãó ÷èñëà gx è gy (ïî ìîäóëþ p).
Òåïåðü â êà÷åñòâå îáùåãî ñåêðåòíîãî êëþ÷à îíè ìîãóò âçÿòü ÷èñëî

k ≡ gxy(mod p).

Äåéñòâèòåëüíî, A íàéä¼ò k, âîçâåäÿ â ñòåïåíü x ÷èñëî gy, à B áóäåò
âîçâîäèòü â ñòåïåíü y ÷èñëî gx. À âðàãè A è B, äàæå çíàÿ p, g, gx

è gy, íå ñìîãóò çà ðåàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëèòü k èç-çà òðóäî¼ìêîñòè
íàõîæäåíèÿ èíäåêñà.

×èñëîâîé ïðèìåð. Ïóñòü p = 1000 003. Ïðè ýòîì ÷èñëî
c = p− 1 = 2 · 3 · 166 167 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òð¼õ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Ïðîâåðüòå, ÷òî â êà÷åñòâå ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p ìîæíî
âçÿòü ÷èñëî 2. Åñëè A è B âîçüìóò x = 394 792 è y = 851 982, òî èõ
îáùèé êëþ÷ k = 958 970.

Èíäåêñû ïî ñîñòàâíîìó ìîäóëþ

Ïóñòü m = 2αpα1
1 pα2

2 . . . pαk

k .
Åñëè α = 0 èëè α = 1 ïîëîæèì d = 1; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ d = 2.

×èñëî d0 îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì dd0 = φ(2α). Äëÿ i = 1, . . . , k ïîëî-
æèì di = φ(pαi

i ) è çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
gi ïî ìîäóëþ pαi

i . Èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà ñëåäóåò,
÷òî φ(m) = dd0d1 . . . dk.

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñ-
ëà γ, γ0, γ1, . . . , γk, ÷òî

a ≡ (−1)γ5γ0(mod 2α); ∀i a ≡ gγi

i (mod pαi
i ). (2)

Íàáîð ÷èñåë γ, γ0, γ1, . . . γk áóäåò îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî, åñëè äî-
ïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

0 6 γ < d, 0 6 γ0 < d0, . . . , 0 6 γk < dk. (3)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2) è (3) óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë
(γ, γ0, . . . , γk) íàçûâàþò ñèñòåìîé èíäåêñîâ ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m.
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ßñíî, ÷òî ÷èñëà, ñðàâíèìûå ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ m è âçàèìíî
ïðîñòûå ñ m, èìåþò îäèíàêîâûå ñèñòåìû èíäåêñîâ ïî ýòîìó ìîäóëþ.

Âñåãî ðàçíûõ ñèñòåì èíäåêñîâ dd0d1 . . . dk = φ(m). Äëÿ êàæäîé
ñèñòåìû èíäåêñîâ ñèñòåìà ñðàâíåíèé (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
(îòíîñèòåëüíî a) ïî ìîäóëþ m.

Åñëè γ = γ0 = . . . = γk = 0, òî a ≡ 1(modm). Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî åñëè a è b âçàèìíî ïðîñòû ñ m, òî èíäåêñû ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ
÷èñåë ñâÿçàíû ñ èíäåêñàìè ñàìèõ ÷èñåë òàê:

γ(ab) ≡ γ(a) + γ(b)(mod d), ∀i γi(ab) ≡ γi(a) + γi(b)(mod di).

Íà ÿçûêå àëãåáðû ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî âûðàçèòü òàê:
îòîáðàæåíèå a → (γ, γ0, . . . , γk) èçîìîðôíî îòîáðàæàåò ìóëüòèïëè-
êàòèâíóþ ãðóïïó Z∗

m íà ïðÿìóþ ñóììó àääèòèâíûõ ãðóïï Zd ⊕ Zd0⊕
⊕ . . .⊕Zdk

. Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà Z∗
m ðàñêëà-

äûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ öèêëè÷åñêèõ àääèòèâíûõ
ãðóïï.

Ïîäðîáíî âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì,
ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîíîãðàôèè [13].

21. Ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ

Òåîðåìà 21.1. Åñëè p = 4k + 1, ãäå k ∈ N, � ïðîñòîå ÷èñëî, òî
óðàâíåíèå

x2 + y2 = p (1)

ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî
ìîäóëþ p = 4k + 1. Äåéñòâèòåëüíî,(

−1

p

)
= (−1)

p−1
2 = (−1)2k = 1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî a, ÷òî a2 ≡ −1(mod p). Äëÿ
òàêîãî a ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

x2 + y2 ≡ x2 − a2y2 ≡ (x− ay)(x+ ay)(mod p). (2)

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x, y > 0. Ïîñêîëüêó ìû èùåì ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (1), áóäåì ðàññìàòðèâàòü öåëûå ÷èñëà x è y, ïîïàäàþùèå â ïðî-
ìåæóòîê

[
0; [

√
p]
]
. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ x è y ïðèíèìàåò
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[
√
p] + 1 çíà÷åíèé, è âñåãî ïîëó÷èòñÿ ([

√
p] + 1)2 >

√
p2 = p óïîðÿ-

äî÷åííûõ ïàð (x, y). Â òî æå âðåìÿ ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ
íà p ÷èñëà x+ ay ðîâíî p. Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå, íàéäóòñÿ äâå ïàðû
öåëûõ ÷èñåë (x1, y1) è (x2, y2), òàêèå ÷òî â îáåèõ ïàðàõ 0 6 xi 6

√
p,

0 6 yi 6
√
p è

x1 + ay1 ≡ x2 + ay2(mod p),

èëè

(x1 − x2) + a(y1 − y2) ≡ 0(mod p).

Îáîçíà÷èì x0 = x1 − x2 è y0 = y1 − y2. Ïîñêîëüêó (x1, y1) ̸= (x2, y2),
÷èñëà x0 è y0 íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ. Ñòàëî áûòü,
x2
0 + y20 > 0.
Èòàê, ÷èñëî x0 + ay0 êðàòíî p. Â ñèëó (2), ÷èñëî x2

0 + y20 òàêæå
äåëèòñÿ íà p. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå x2

0 + y20 = p. Äåéñòâèòåëü-
íî, |x0| = |x1 − x2| 6 [

√
p], |y0| = |y1 − y2| 6 [

√
p], îòêóäà |x0| <

√
p

è |y0| <
√
p. Çíà÷èò, 0 < x2

0 + y20 < p + p = 2p. Åäèíñòâåííûì ÷èñ-
ëîì èç èíòåðâàëà (0; 2p), êðàòíûì p, ÿâëÿåòñÿ ñàìî ÷èñëî p. Ýòî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.2

Òåîðåìà 21.2. Åñëè óðàâíåíèÿ x2 + y2 = a è x2 + y2 = b, ãäå
a, b ∈ Z, ðàçðåøèìû â öåëûõ ÷èñëàõ îòíîñèòåëüíî x è y, òî ðàçðå-
øèìî è óðàâíåíèå x2 + y2 = ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñóììó êâàäðàòîâ äâóõ ÷èñåë â âèäå

îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: x2 + y2 =

∣∣∣∣ x −y
y x

∣∣∣∣ è âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ èõ îïðåäåëèòåëåé.

Èòàê, äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x1, y1, x2, y2 èìååì

x2
1 + y21 =

∣∣∣∣ x1 −y1
y1 x1

∣∣∣∣ = a, x2
2 + y22 =

∣∣∣∣ x2 −y2
y2 x2

∣∣∣∣ = b.

Îòñþäà∣∣∣∣ x1 −y1
y1 x1

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ x2 −y2
y2 x2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ x1x2 − y1y2 −(x1y2 + x2y1)
x1y2 + x2y1 x1x2 − y1y2

∣∣∣∣ =
= (x1x2 − y1y2)

2 + (x1y2 + x2y1)
2 = ab.

Ìû ïîëó÷èëè ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà ab â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.
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Òåîðåìà 21.3. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Óðàâíåíèå
x2 + y2 = n ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñîäåðæèò êàæäîå
ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 3 â ÷¼òíîé ñòåïåíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â ðàçëîæåíèè ÷èñëà n
íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â íå÷¼òíûõ ñòåïåíÿõ ìîãóò áûòü òîëüêî 2 èëè
÷èñëà âèäà 4k+1 (åñëè âñå ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ÷¼òíûå, òî äîêàçûâàòü
âîîáùå íå÷åãî!), ò. å.

n = p1p2 . . . plm
2,

ãäå p1, p2, . . . , pl � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ íå áîëåå
îäíîé äâîéêè, à îñòàëüíûå èìåþò âèä 4k+1. Óðàâíåíèÿ x2+ y2 = 2 è
x2+y2 = m2 èìåþò ñîîòâåòñòâåííî î÷åâèäíûå ðåøåíèÿ (1; 1) è (m; 0).
Óðàâíåíèå x2+ y2 = pi, ãäå pi = 4k+1, ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ ïî
òåîðåìå 21.1. Çíà÷èò, â ñèëó òåîðåìû 21.2, ðàçðåøèìî è óðàâíåíèå

x2 + y2 = p1p2 . . . plm
2.

Íåîáõîäèìîñòü. Áóäåì ÷åðåç νp(k) îáîçíà÷àòü ïîêàçàòåëü ñòåïå-
íè, ñ êàêèì ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà k íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå
â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ (n = x2

0 + y20) è èìåþùåå â ñâî¼ì ðàç-
ëîæåíèè íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåêîòîðîå ïðîñòîå ÷èñëî p = 4k + 3
â íå÷¼òíîé ñòåïåíè νp(n).

Åñëè ïðè ýòîì x0 äåëèòñÿ íà p, òî äåëèòüñÿ íà p áóäåò è ÷èñëî y0.
Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

x0 = pu; y0 = pv; n = p2(u2 + v2).

Îáîçíà÷èìm = u2+v2. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëîm ïðåäñòàâèìî â âèäå
ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, íî ìåíüøå n. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà n îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî νp(m) ÷¼òíî. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, νp(n) = 2 + νp(m),
îòêóäà νp(m) íå÷¼òíî. Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà x0 è y0 íå äåëÿòñÿ íà p, è ïðè ýòîì x2
0 + y20

êðàòíî p. Èìååì x2
0 + y20 ≡ 0(mod p), èëè

x2
0 ≡ −y20(mod p).

Âîçâåä¼ì îáå ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ â ñòåïåíü p−1
2 = 2k + 1:

xp−1
0 ≡ −yp−1

0 (mod p).
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Ïðèìåíèâ ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, ïîëó÷èì îòñþäà, ÷òî 1 ≡ −1(mod p),
ò. å. 2 äåëèòñÿ íà p, à ýòî íåâåðíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.2

Òåîðåìà 21.4. Ïðîñòîå ÷èñëî p = 4k+1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóì-
ìû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë åäèíñòâåííûì îáðàçîì (åñëè íå ðàç-
ëè÷àòü ïðåäñòàâëåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà ïåðåñòàíîâêîé
çíà÷åíèé x è y èëè èçìåíåíèåì çíàêà îäíîé èëè äâóõ ïåðåìåííûõ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë x, y, a è b

p = x2 + y2 = a2 + b2.

Ñðàâíåíèå z2 ≡ −1(mod p) èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ïî ìîäóëþ p
(ïîñêîëüêó −1 � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p = 4k + 1):

z ≡ ±h(mod p).

Îòñþäà
x2 + y2 ≡ x2 − h2y2(mod p)

è x ≡ ±hy(mod p). Òàê æå è a ≡ ±hb(mod p). Âûáèðàÿ íóæíûå çíàêè
ïåðåìåííûõ x è a, ïîëó÷èì

x ≡ hy(mod p), a ≡ hb(mod p), xb ≡ hyb ≡ ya(mod p).

Èìååì

p2 = (x2 + y2)(a2 + b2) = (xa+ yb)2 + (xb− ya)2. (3)

Ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàíî, xb − ya = pu, ãäå u ∈ Z, ïîëó÷àåì òåïåðü,
÷òî è (xa + yb)2 äåëèòñÿ íà p2, îòêóäà xa + yb = pv äëÿ íåêîòîðîãî
öåëîãî v. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) íà p2:

1 = v2 + u2.

Çíà÷èò, îäíî èç ÷èñåë u èëè v ðàâíî íóëþ.
Åñëè, íàïðèìåð, u = 0, òî

xb = ya. (4)

×èñëà x è y âçàèìíî ïðîñòûå (èíà÷å ÷èñëî p = x2 + y2 äåëèòñÿ íà
êâàäðàò èõ îáùåãî äåëèòåëÿ, áîëüøåãî åäèíèöû, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ
ïðîñòîãî ÷èñëà), ïîýòîìó b äåëèòñÿ íà y. Íî ÷èñëà a è b òàêæå âçàèìíî
ïðîñòûå. Ñòàëî áûòü, èç (4) ñëåäóåò, ÷òî è y äåëèòñÿ íà b. Òàêèì
îáðàçîì, y = ±b è x = ∓a.

Åñëè æå v = 0, òî xa = −yb è àíàëîãè÷íûìè âûêëàäêàìè ïîëó÷àåì
x = ±b, y = ∓a. 2
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22. Ëþáîå öåëîå ÷èñëî �

ñóììà ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò
Æ. Ë. Ëàãðàíæà, äàòèðóåìûé 1770 ã. Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáü¼ì íà
íåñêîëüêî ýòàïîâ.

Òåîðåìà 22.1. Åñëè ÷èñëà a è b ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû ÷å-
òûð¼õ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë, òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è èõ
ïðîèçâåäåíèå ab.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîé òåîðåìû
ïðî ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ, íàì ïðèãîäÿòñÿ îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà.

Ïóñòü

α = x1 + ix2, β = x3 + ix4, γ = y1 + iy2, δ = y3 + iy4,

A =

(
α −β

β α

)
, B =

(
γ −δ

δ γ

)
.

Òîãäà |A| = αα+ββ = x2
1+x2

2+x2
3+x2

4, |B| = γγ+δδ = y21+y22+y23+y24
è

|A| · |B| = |AB| =
∣∣∣∣ αγ − βδ −αδ − βγ

αδ + βγ αγ − βδ

∣∣∣∣ .
Åñëè îáîçíà÷èòü u = αγ − βδ, v = αδ + βγ, òî ïîëó÷èì

|A| · |B| =
∣∣∣∣ u −v
v u

∣∣∣∣ = |u|2 + |v|2,

ãäå êàæäîå èç ÷èñåë |u|2 è |v|2 åñòü ñóììà äâóõ êâàäðàòîâ.
Èòàê, ÷èñëî ab ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ. 2
Çàìå÷àíèå. Åñëè ðàçâåðíóòü âñå îáîçíà÷åíèÿ, òî ïðèä¼ì ê òîæ-

äåñòâó
(x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4)(y

2
1 + y22 + y23 + y24) =

= (x1y1 − x2y2 − x3y3 + x4y4)
2 + (x1y2 + x2y1 − x3y4 − x4y3)

2+

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 + x4y2)
2 + (x1y4 + x2y3 − x3y2 + x4y1)

2,

êîòîðîå, êîíå÷íî, ìîæíî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííûì ðàñêðûòèåì
ñêîáîê.
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Òåîðåìà 22.2. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p íàéäóò-
ñÿ òàêèå öåëûå ÷èñëà a è b, ÷òî a2 + b2 + 1 äåëèòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà

X1 =

{
02, 12, 22, . . . ,

(
p− 1

2

)2
}
, X2 = {−1− t | t ∈ X1}.

ßñíî, ÷òî ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ, è â êàæäîì èç íèõ ïî
1 + p−1

2 = p+1
2 ýëåìåíòîâ. Çíà÷èò, îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ ñîäåð-

æèò ðîâíî p+ 1 ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó â X1 ∪X2 íàéäóòñÿ äâà ðàçíûõ
÷èñëà x è y, ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ p.

Ïîêàæåì, ÷òî îáà ýòè ÷èñëà íå ìîãóò îäíîâðåìåííî âõîäèòü â X1.
Ïóñòü, íàïðèìåð, x = k2, y = m2, ãäå 0 6 k < m 6 p−1

2 .
Òîãäà 0 < m ± k < p − 1 è ÷èñëî y − x = m2 − k2 =
= (m− k)(m+ k) íå êðàòíî p.

Èç ïîïàðíîé íåñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ p ÷èñåë èç ìíîæåñòâà X1

ñëåäóåò î÷åâèäíî è òàêîå æå ñâîéñòâî ÷èñåë èç X2.
Èòàê, îäíî èç ÷èñåë x è y âõîäèò â X1, à äðóãîå � â X2. Ñêàæåì,

x = a2 ∈ X1, y = −1− b2 ∈ X2, ïðè ýòîì

a2 ≡ −1− b2(mod p).

Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Òåîðåìà 22.3. Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî åñòü ñóììà êâàäðàòîâ ÷å-
òûð¼õ öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì öåëûå ÷èñëà
a è b, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî a2 + b2 + 1 êðàòíî p (ïî ïðåäûäóùåé òåî-
ðåìå òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò). Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ÷åòâ¼ðêè
(x1, x2, x3, x4) öåëûõ ÷èñåë, ãäå ∀i 0 6 xi 6 [

√
p]. Äëÿ êàæäîé ÷åò-

â¼ðêè ñîñòàâèì óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (x3 + ax1 + bx2, x4 − bx1 + ax2)
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Çàìåòèì, ÷òî ïàð êëàññ âû÷åòîâ çà-
âåäîìî íå áîëåå p2, à óïîìÿíóòûõ ÷åòâ¼ðîê (1 + [

√
p])4 >

√
p4 = p2.

Çíà÷èò, íàéäóòñÿ äâå ðàçíûå ÷åòâ¼ðêè óêàçàííîãî âèäà (x1, x2, x3, x4)
è (y1, y2, y3, y4), òàêèå ÷òî

x3 + ax1 + bx2 ≡ y3 + ay1 + by2(mod p);

x4 − bx1 + ax2 ≡ y4 − by1 + ay2(mod p).
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Ïóñòü ∀i zi = xi − yi. Òîãäà ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü òàê:

z3 ≡ −az1 − bz2(mod p); z4 ≡ −az2 + bz1(mod p).

Äàëåå èìååì:

z21 + z22 + z23 + z24 ≡ z21 + z22 + (az1 + bz2)
2 + (az2 − bz1)

2 ≡

≡ (z21 + z22)(1 + a2 + b2) ≡ 0(mod p).

Îáîçíà÷èì S = z21 + z22 + z23 + z24 . Ìû äîêàçàëè, ÷òî ÷èñëî S äåëèòñÿ
íà p. Îöåíèì òåïåðü ÷èñëî S ñíèçó è ñâåðõó.

Ïîñêîëüêó (x1, x2, x3, x4) ̸= (y1, y2, y3, y4), âñå ÷èñëà zi íå ìîãóò
áûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó S > 0. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ∀i xi, yi ∈ [0;

√
p), îòêóäà äëÿ âñåõ i âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|zi| <
√
p, z2i < p. Ñëåäîâàòåëüíî, S < 4p.

Èòàê, S = mp, ãäå m = 1, 2 èëè 3. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó÷àè
îòäåëüíî.

• m = 1.

Çäåñü âñ¼ îòëè÷íî! Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà p â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ êâàä-
ðàòîâ óæå íàéäåíî: p = z21 + z22 + z23 + z24 .

• m = 2.

Ïîñêîëüêó ñóììà z21 + z22 + z23 + z24 = 2p ÷¼òíàÿ, ÷èñëà z1, z2, z3 è z4
ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ïàðû ÷èñåë îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Ïóñòü, ê ïðè-
ìåðó, îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü èìåþò ÷èñëà z1 è z2, à òàêæå z3 è z4. Òîãäà

÷èñëà
z1 ± z2

2
è

z3 ± z4
2

áóäóò öåëûìè, è ïðè ýòîì

(
z1 + z2

2

)2

+

(
z1 − z2

2

)2

+

(
z3 + z4

2

)2

+

(
z3 − z4

2

)2

=

=
1

2
(z21 + z22 + z23 + z24) = p.

Èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå íàéäåíî!

• m = 3.
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Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî S = 3p. Åñëè p = 3, òî S = 9, è íóæíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ëåãêî íàéòè: 9 = 22+22+12+02. Ïóñòü òåïåðü p > 3. Òîãäà ÷èñëî
S íå êðàòíî 9, è âñå ÷èñëà zi íå ìîãóò îäíîâðåìåííî äåëèòüñÿ íà 3.
Åñëè öåëîå ÷èñëî íå êðàòíî 3, òî åãî êâàäðàò ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 3.
Ïîñêîëüêó S äåëèòñÿ íà 3, âûâîäèì òåïåðü, ÷òî èç ÷åòûð¼õ ÷èñåë zi
ðîâíî îäíî êðàòíî 3, ïóñòü ýòî ÷èñëî z1. Ïîìåíÿâ, åñëè íóæíî, çíàêè
îñòàëüíûõ òð¼õ ÷èñåë, äîáü¼ìñÿ òîãî, ÷òî z2 ≡ z3 ≡ z4 ≡ 1(mod 3).
Ïðîâåðüòå òîæäåñòâî(

z2 + z3 + z4
3

)2

+

(
z1 + z3 − z4

3

)2

+

(
z1 + z4 − z2

3

)2

+

+

(
z1 + z2 − z3

3

)2

=
1

3
(z21 + z22 + z23 + z24) = p.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ÷èñëà
z2 + z3 + z4

3
,

z1 + z3 − z4
3

,
z1 + z4 − z2

3
è

z1 + z2 − z3
3

ÿâëÿþòñÿ

öåëûìè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà p â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ
êâàäðàòîâ íàéäåíî è â ýòîì (ïîñëåäíåì âîçìîæíîì) ñëó÷àå.2

Òåîðåìà 22.4. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå
ñóììû êâàäðàòîâ ÷åòûð¼õ öåëûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî (1 = 12+02+02+02). Åñëè
n � ïðîñòîå ÷èñëî, òî ññûëàåìñÿ íà òåîðåìó 22.1, à åñëè ñîñòàâíîå, òî
ïðèìåíÿåì òåîðåìû 22.3 è 22.1.2

Óïðàæíåíèå 26. Äîêàæèòå, ÷òî öåëîå ÷èñëî âèäà 4k(8m+7), ãäå
k è m � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
êâàäðàòîâ òð¼õ öåëûõ ÷èñåë.

Çàìå÷àíèå. Ê. Ô. Ãàóññ äîêàçàë, ÷òî â âèäå ñóììû òð¼õ êâàäðà-
òîâ ïðåäñòàâèìû âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êðîìå ÷èñåë âèäà 4k(8m+7).
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí â 1801 ã. â åãî òðóäå ïîä íàçâàíèåì
¾Àðèôìåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ¿.

23. Ñèñòåìà RSA

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò ïîêàçàíî, êàêîå ïðèìåíåíèå íàøëè íåêî-
òîðûå êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òåîðèè ÷èñåë ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû
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ñîçäàíèÿ íàä¼æíûõ øèôðîâ � ïðîáëåìû ÷ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíîé â
ýïîõó ìàññîâîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåëåêîììóíèêàöèé.

Ñèñòåìîé òàéíîïèñè ñ îòêðûòûì êëþ÷îì (public key
cryptosystem) íàçûâàþò òàêóþ ñèñòåìó øèôðîâàíèÿ è äåøèôðîâàíèÿ
èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

• ïîëó÷àòåëü èíôîðìàöèè ïóáëèêóåò àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ äëÿ
âñåîáùåãî ñâåäåíèÿ;

• àëãîðèòì äåøèôðîâàíèÿ èçâåñòåí òîëüêî ïîëó÷àòåëþ èíôîðìà-
öèè (äåðæèòñÿ èì â ñåêðåòå) è ïðàêòè÷åñêè (ñ ïîìîùüþ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òåõíèêè) íå ìîæåò áûòü ðàñêðûò.

Øèôðóþùèé è äåøèôðóþùèé àëãîðèòìû íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî
îòêðûòûì è çàêðûòûì êëþ÷îì.

Èäåÿ ïîäîáíîé ñèñòåìû òàéíîïèñè áûëà âûñêàçàíà â 1975 ã., ýô-
ôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ èäåè áûëà ïðåäëîæåíà â 1977 ã. òðåìÿ àìå-
ðèêàíñêèìè ìàòåìàòèêàìè: Ð. Ðàéâåñòîì, À. Øàìèðîì è Ë. Àäëåìà-
íîì; ïåðâûå áóêâû èõ ôàìèëèé (Rivest, Shamir, Adleman) ñîñòàâèëè
èìÿ ïðèäóìàííîé èìè ñèñòåìû. Îïèñàíèå RSA-ñèñòåìû ïðåäâàðèì
íåêîòîðûìè ñîîáðàæåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ îáùåé èäååé òàéíîïèñè ñ
îòêðûòûì êëþ÷îì.

Âñÿêîå ñîîáùåíèå, ïåðåäàâàåìîå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïî ýëåê-
òðîííûì ñåòÿì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ýëåìåíòà íåêîòîðîãî
÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà S. Ïóñòü x ∈ S; ðåçóëüòàò øèôðîâàíèÿ x (øèô-
ðîãðàììó) îáîçíà÷èì y = f(x), ãäå f � ôóíêöèÿ, çàäàâàåìàÿ àëãîðèò-
ìîì øèôðîâàíèÿ. Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî y òîæå ïðèíàäëåæèò S; ïðè
ýòîì ôóíêöèÿ f äîëæíà îñóùåñòâëÿòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå S íà ñåáÿ (ðàçíûì ñîîáùåíèÿì äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå
øèôðîãðàììû, è íàîáîðîò), òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f äîëæíà îñó-
ùåñòâëÿòü íåêîòîðóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ S (ò. å. f � ïîäñòàíîâ-
êà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå S). Äåøèôðóþùèé àëãîðèòì ñîñòî-
èò â ïðèìåíåíèè îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè f−1 ê øèôðîãðàììå y ∈ S:
x = f−1(y). Åñëè ìíîæåñòâî ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ, òî íà íåì îïðå-
äåëåíî n! ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâîê. Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî íàéòè îáðàò-
íóþ ïîäñòàíîâêó f−1, âû÷èñëèâ f(x) äëÿ âñåõ x ∈ S. Åñëè, ê ïðè-
ìåðó, S ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 200 äåñÿòè÷íûõ öèôð,
òî n = 10200, è ðåàëèçîâàòü ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì çà îáîçðèìîå
âðåìÿ íåâîçìîæíî; çíàíèå îòêðûòîãî êëþ÷à íå äà¼ò, òàêèì îáðàçîì,
ïðàêòè÷åñêîé âîçìîæíîñòè íàéòè çàêðûòûé êëþ÷.
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Ïîêàæåì, êàê ðåøàåòñÿ â ïðåäëîæåííîé ñèñòåìå òàéíîïèñè ïðî-
áëåìà ýëåêòðîííîé ïîäïèñè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ãðóïïà áèç-
íåñìåíîâ, êîòîðûì òðåáóåòñÿ ñîîáùàòü äðóã äðóãó ñâåäåíèÿ, ñîñòàâ-
ëÿþùèå êîììåð÷åñêóþ òàéíó. Êàæäûé áèçíåñìåí ïðèäóìûâàåò ñâîé
àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ (ïðÿìîé àëãîðèòì); ïðè ýòîì îí çíàåò è îá-
ðàòíûé àëãîðèòì. Ó÷àñòíèêè ãðóïïû èçäàþò ñïåöèàëüíûé ñïðàâî÷-
íèê, â êîòîðîì ïðèâîäÿò ïîëíîñòüþ âñå ïðÿìûå àëãîðèòìû (îáðàòíûå
àëãîðèòìû äåðæàòñÿ â ñåêðåòå). Ê ñïðàâî÷íèêó èìååò äîñòóï ëþáîé
æåëàþùèé. Ïîëüçóÿñü ñïðàâî÷íèêîì, ìîæíî ïîñëàòü ñîîáùåíèå ëþ-
áîìó ÷ëåíó ãðóïïû, íàïðèìåð, Z, çàøèôðîâàâ cîîáùåíèå ñ ïîìîùüþ
(ïðÿìîãî) àëãîðèòìà fZ . Ïîíÿòü ýòî ñîîáùåíèå ñìîæåò òîëüêî Z, ïî-
ñêîëüêó òîëüêî îí çíàåò îáðàòíûé àëãîðèòì f−1

Z . Òåïåðü äîïóñòèì,
÷òî áèçíåñìåí A õî÷åò ïîäïèñàòü ñâîå ñîîáùåíèå, ò. å. äîáèòüñÿ òî-
ãî, ÷òîáû ó Z íå áûëî ñîìíåíèé â òîì, êòî äåéñòâèòåëüíûé àâòîð
ñîîáùåíèÿ. Òîãäà áèçíåñìåí A øèôðóåò ñâîå ñîîáùåíèå x äâàæäû:
ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ ñâîåãî îáðàòíîãî àëãîðèòìà f−1

A , à çàòåì ïîëó-
÷åííàÿ øèôðîãðàììà øèôðóåòñÿ åùå ðàç ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî àëãî-
ðèòìà fZ . Â ðåçóëüòàòå Z ïîëó÷àåò øèôðîãðàììó y = fZ(f

−1
A (x)).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîññòàíîâèòü èñõîäíîå ñîîáùåíèå, Z ïðèìåíÿåò ñâîé
îáðàòíûé àëãîðèòì f−1

Z , à çàòåì (âñåì èçâåñòíûé) ïðÿìîé àëãîðèòì
fA: fA(f

−1
Z (y)) = x. Òåïåðü áèçíåñìåí Z çíàåò, ÷òî òîëüêî A ìîã

ïîñëàòü åìó ýòîò äâàæäû çàøèôðîâàííûé òåêñò, òàê êàê ïðè øèôðî-
âàíèè áûë èñïîëüçîâàí ñåêðåòíûé àëãîðèòì áèçíåñìåíà A.

Îïèñàíèå ñèñòåìû RSA

Ìíîæåñòâî S ñîñòàâëÿþò íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ìåíüøèå íåêîòîðîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m è âçàèìíî ïðîñòûå ñ íèì; òàêèì îáðàçîì, S �
ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Ôóíêöèÿ f(x) âû÷èñëÿåò
îñòàòîê îò äåëåíèÿ xk íà m; ïðè ýòîì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè k äîëæåí
áûòü âçàèìíî ïðîñòûì ñ φ(m) (φ(m) � ôóíêöèÿ Ýéëåðà). ×èñëà k è
m ñîñòàâëÿþò îòêðûòûé êëþ÷. Â êà÷åñòâå çàêðûòîãî êëþ÷à èñïîëü-
çóåòñÿ òàêîå ÷èñëî k′, ÷òî k · k′ ≡ 1(modφ(m)). Ïóñòü y ≡ xk(modm)
è 0 6 y < m. Òîãäà

yk
′
≡ xk·k′

≡ x1+s·φ(m) ≡ x · (xφ(m))s ≡ x(modm),

òàê êàê ïî òåîðåìå Ýéëåðà xφ(m) ≡ 1(modm) ïðè âçàèìíî ïðîñòûõ x
è m.
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Çíàÿ ðàçëîæåíèå m íà ìíîæèòåëè, ëåãêî âû÷èñëèòü φ(m). Ïîêà-
æåì, êàê ïî φ(m) íàéòè k′. Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

kx+ φ(m)y = 1.

Êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ x è y ïî óñëîâèþ âçàèìíî ïðîñòû,
ïîýòîìó óðàâíåíèå ðàçðåøèìî, à åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x = x0 + φ(m)t, y = y0 − kt,

ãäå t� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, à (x0; y0)� íåêîòîðîå ÷àñòíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ. ßñíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîì t ÷èñëî x áóäåò ïîëîæèòåëüíî
è ìîæåò áûòü âûáðàíî â êà÷åñòâå k′, òàê êàê

kx ≡ 1(modφ(m)).

Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå m áåðóò ïðîèçâåäåíèå äâóõ (ìíîãîçíà÷-
íûõ) ïðîñòûõ ÷èñåë: m = pq, òîãäà φ(m) = (p− 1)(q − 1).

Â îðèãèíàëüíîé ïóáëèêàöèè (1977 ã.) î ìåòîäå RSA p è q áûëè ñîîò-
âåòñòâåííî 64- è 65-çíà÷íûìè ÷èñëàìè. Àâòîðû îïóáëèêîâàëè çàøèô-
ðîâàííûé òåêñò èç 129 öèôð è îòêðûòûé êëþ÷ (128-çíà÷íîå ÷èñëî m
è k=9007), ïðåäëîæèâ 100 äîëëàðîâ òîìó, êòî ïåðâûé ðàñøèôðóåò
òåêñò. Ñóùåñòâîâàâøèå â òî âðåìÿ àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè (à òàêæå áûñòðîäåéñòâèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíè-
êè) íå ïîçâîëÿëè íàéòè ðàçëîæåíèå 129-çíà÷íîãî ÷èñëàm çà ðàçóìíîå
âðåìÿ.

Ëèøü ñïóñòÿ 17 ëåò ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êâàäðàòè÷íîãî ðåøåòà óêà-
çàííîå 129-çíà÷íîå ÷èñëî áûëî ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè, ÷òî ïîòðå-
áîâàëî äåâÿòèìåñÿ÷íîé ðàáîòû ïðèìåðíî 1600 êîìïüþòåðîâ, îáúåäè-
í¼ííûõ ñåòüþ Èíòåðíåò [5].

Íûíå äëÿ âûáîðà p è q ðåêîìåíäóþò 200-çíà÷íûå ÷èñëà.
Â çàêëþ÷åíèå îñòàíîâèìñÿ íà òåõíèêå âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà îò äåëå-

íèÿ xk íà m. Ýòà îïåðàöèÿ íå ñòîëü òðóäîåìêà, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
íà ïåðâûé âçãëÿä. Ñ ïîìîùüþ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà k

k =
s∑

i=0

bi2
i

ïîëó÷èì, ÷òî

xk ≡
∏
bi ̸=0

x2i(modm).
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Êîëè÷åñòâî óìíîæåíèé (ïî ìîäóëþ m) ïðè âû÷èñëåíèè ñòåïåíåé ÷èñ-
ëà x

x, x2, x4, x8, . . . , x2s

ðàâíî s (êàæäàÿ ñòåïåíü â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî âòî-
ðîé, ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé âîçâåäåíèåì â êâàäðàò). Ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ðàíåå ïðèâåä¼ííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ íå áîëåå s óìíî-
æåíèé. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî óìíîæåíèé íå ïðåâîñõîäèò 2s, ãäå
s 6 log2 k. Íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè 9007-é ñòåïåíè ïîíàäîáèòñÿ 20
óìíîæåíèé (äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå 9007: 10001100101111).

24. Âåðîÿòíîñòíûé òåñò Ìèëëåðà � Ðàáèíà

Ïóñòü Z∗
m � ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ÷èñ-

ëîì m. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ⟨Z∗
m, ·⟩ � ãðóïïà. Â äàëüíåéøåì ìû

áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êëàññ âû÷åòîâ è ëþáîé âû÷åò èç ýòîãî êëàññ,
òàê ÷òî çàïèñü s ∈ Z∗

m áóäåò ïðîñòî îáîçíà÷àòü âçàèìíóþ ïðîñòîòó
÷èñåë s è m.

Åñëè m � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, à s âçàèìíî ïðîñòî ñ m, òî
sm−1 ≡ 1(modm) (ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà). Ïóñòü m− 1 = 2rt, ãäå t
� íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ïîñêîëüêó

sm−1 =
(
s

m−1
2 − 1

)(
s

m−1
2 + 1

) ...m,

èìååò ìåñòî îäíî èç ñðàâíåíèé: s
m−1

2 ≡ 1(modm) èëè

s
m−1

2 ≡ −1(modm). Åñëè r > 1 è s
m−1

2 ≡ 1(modm), òî àíàëîãè÷íî

s
m−1

4 ≡ 1(modm) èëè s
m−1

4 ≡ −1(modm). Ïîâòîðÿÿ äàííûå
âûêëàäêè, ïðèõîäèì ê âûâîäó: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ îò

äåëåíèÿ íà ÷èñëî m = 2rt + 1, ãäå r > 0, à t íå÷¼òíî, ÷èñåë s
m−1

2i

(i = 0, 1, . . . , r) ñîñòîèò èç îäíèõ åäèíèö ëèáî íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèö,
à ïåðâûé îñòàòîê, îòëè÷íûé îò åäèíèöû, åñòü m − 1. Áóäåì
â äàëüíåéøåì íàçûâàòü òàêîå ñâîéñòâî ÷èñëà s ïî îòíîøåíèþ ê
÷èñëó m ñâîéñòâîì W .

Åñëè ÷èñëî s ∈ Z∗
m îáëàäàåò ñâîéñòâîìW , áóäåì íàçûâàòü åãî ñâè-

äåòåëåì ïðîñòîòû. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ ñâèäåòåëåé ïðîñòîòû
÷èñëà m. Åñëè m � ïðîñòîå ÷èñëî, òî S = Z∗

m.

×èñëî a ∈ Z∗
m íàçûâàþò àíòèñâèäåòåëåì ïðîñòîòû ÷èñëà m, åñ-

ëè am−1 ̸≡ 1(modm) ëèáî ∀k ak ̸≡ −1(modm) è ordp a = p − 1 äëÿ
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íåêîòîðîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ p ÷èñëà m. ×åðåç A îáîçíà÷èì ìíî-
æåñòâî âñåõ àíòèñâèäåòåëåé ÷èñëà m. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè
a ∈ A, òî è a−1 ∈ A.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1 � ñâèäåòåëü ïðè ëþáîì m > 1.
Ïóñòü m íå÷¼òíî.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè s ∈ S, òî è m − s ∈ S. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

sm−1 ≡ 1(modm), òî â ñèëó ÷¼òíîñòè ÷èñëà m − 1 èìååì (−s)m−1 ≡
≡ 1(modm). ×èñëî m−1

2i ÷¼òíî ïðè i < r è íå÷¼òíî ïðè i = r. Ïîýòîìó

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà m ÷èñåë (−s)
m−1

2i ïî

ñðàâíåíèþ ñ òàêîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ ÷èñåë s
m−1

2i ìåíÿåòñÿ
òîëüêî ïîñëåäíèé ýëåìåíò (îí ìåíÿåò çíàê). Çíà÷èò, ñâîéñòâî W ïðè
ïåðåõîäå îò s ê m− s ñîõðàíÿåòñÿ.

Èòàê, s ∈ S ⇐⇒ m− s ∈ S.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
Ïðèìåð 1. m = 9. Çäåñü Z∗

m = {1, 2, 4, 5, 7, 8}. Ïîñêîëüêó
28 = 64 · 4 ≡ 4(mod 9), à 48 ≡ 42 ≡ 7(mod 9), ÷èñëà 2 è 4, à òàêæå
5 = 9 − 4 è 7 = 9 − 2 � àíòèñâèäåòåëè ïðîñòîòû, à ñâèäåòåëåé âñåãî
äâà: 1 è 8.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü m = 3k, ãäå k > 2. Äîêàæåì, ÷òî S = {1,m−1}.
Ïîëîæèì m − 1 = 3k − 1 = 2t è q = s2. Åñëè sm−1 = s2t ≡ 1(modm),
òî

s2t − 1 = qt − 1 = (q − 1)(qt−1 + qt−2 + . . .+ 1)
...m. (1)

Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì s íå äåëèòñÿ íà 3, q = s2 ≡ 1(mod 3). Ïîýòîìó

Q = qt−1 + qt−2 + . . .+ 1 ≡ t(mod 3).

Íî ÷èñëî t íå äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, (Q,m) = (Q, 3k) = 1 è èç (1)

ñëåäóåò, ÷òî s2 − 1 = q − 1
...m. Ïîëó÷èëîñü, ÷òî s ≡ ±1(modm). 2

Ïðèìåð 3. m = 15. Çäåñü Z∗
m = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}. Èìååì

1314 ≡ 214 = (42)3 · 4 ≡ 4(mod 15). Îòñþäà 2, 13 ∈ A. Ïîñêîëüêó 414 ≡
≡ 42 ≡ 1(mod 15), à 47 ≡ 4(mod 15), ÷èñëî 4 íå âõîäèò â S. Âûÿñíèì,
ÿâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 4 àíòèñâèäåòåëåì. Çàìåòèì, ÷òî 4k +1 ≡ 2(mod 3),
â ñèëó ÷åãî 4k ̸≡ −1(mod 3) è 4k ̸≡ −1(mod 15). Äëÿ ïðîâåðêè âûïîë-
íåíèÿ îïðåäåëåíèÿ àíòèñâèäåòåëÿ ïåðåáåð¼ì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè
÷èñëà 15. Èìååì: ord3 4 = 1 ̸= 2; ord5 4 = 2 ̸= 4. Ñòàëî áûòü, 4 /∈ A.
Äàëåå, 814 ≡ 714 ≡ 497 ≡ 47 ≡ 4(mod 15). Ïîýòîìó 7, 8 ∈ A. Íàêîíåö,
÷èñëî 11 ÿâëÿåòñÿ àíòèñâèäåòåëåì, òàê êàê 1114 ≡ 414 ≡ 1(mod 15),
117 ≡ (−4)7 ≡ −4(mod 15) è ord3 11 = 2. Èòàê, äëÿ ÷èñëà 15 ìíîæåñòâà
ñâèäåòåëåé è àíòèñâèäåòåëåé òàêîâû: S = {1, 14}, A = {2, 7, 8, 11, 13}.

83



1◦. Ïóñòü m = p2k, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Îáðàçóåì ìíîæåñòâî

G = {1, 1 + pk, 1 + 2pk, 1 + 3pk, . . . , 1 + (p− 1)pk}.

Îíî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m îáðàçóåò öèê-
ëè÷åñêóþ ãðóïïó ïîðÿäêà p. Äåéñòâèòåëüíî,

(1 + xpk)(1 + ypk) ≡ 1 + (x+ y)pk(modm),

÷òî ãîâîðèò îá èçîìîðôèçìå ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû G è àääè-
òèâíîé ãðóïïû Zp.

2◦. Ïóñòü a ∈ A, s ∈ S. Òîãäà as /∈ S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé am−1 ̸≡ 1(modm) òðèâèàëåí: (as)m−1 ≡

≡ am−1 ̸≡ 1(modm), îòêóäà as /∈ S.
Ïóñòü òåïåðü am−1 ≡ 1(modm), ∀k ak ̸≡ −1(modm) è ordp a =

= p−1, ãäå p � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëàm. Âîçüì¼ì ìàêñè-

ìàëüíîå i, äëÿ êîòîðîãî a
m−1

2i ≡ 1(modm). Ïðè ýòîì a
m−1

2i ≡ 1(mod p).

Ïîñêîëüêó ordp a = p − 1, èìååì m−1
2i

... p − 1. Îòñþäà m−1
2i � ÷¼òíîå

÷èñëî. Ñòàëî áûòü, i < r (íàïîìíèì, ÷òî m−1 = 2rt, ãäå t � íå÷¼òíîå
÷èñëî) è

a
m−1
2r = at ̸≡ 1(modm).

Ïðè j 6 i ÷èñëî
m− 1

2j
äåëèòñÿ íà

m− 1

2i
, êîòîðîå, â

ñâîþ î÷åðåäü, êðàòíî p − 1. Â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà,

s
m−1

2j ≡ 1(mod p). Òîãäà s
m−1

2j ̸≡ −1(mod p). Çíà÷èò,

∀j 6 i s
m−1

2j ̸≡ −1(modm).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñâèäåòåëÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∀j 6 i s
m−1

2j ≡ 1(modm); s
m−1

2i+1 ≡ ±1(modm).

Â òî æå âðåìÿ, a � àíòèñâèäåòåëü è

∀j 6 i a
m−1

2j ≡ 1(modm); a
m−1

2i+1 ̸≡ ±1(modm).

Ñëåäîâàòåëüíî,

∀j 6 i (as)
m−1

2j ≡ s
m−1

2j ≡ 1(modm),

íî
(as)

m−1

2i+1 ≡ ±a
m−1

2i+1 ̸≡ ±1(modm).
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Äîêàçàíî, ÷òî as � íå ñâèäåòåëü.2
3◦. Äëÿ x ∈ Z∗

m îáîçíà÷èì Sx = {sx | s ∈ S}. Ïóñòü a, b ∈ Z∗
m è

a ̸= b. Òîãäà Sa ∩ Sb = ∅ ⇐⇒ S ∩ Sab−1 = ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íåïóñòîòà

êàæäîãî èç äâóõ ïåðåñå÷åíèé ìíîæåñòâ îçíà÷àåò íåïóñòîòó è äðóãîãî
ïåðåñå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

sA ∩ sB ̸= ∅ ⇐⇒ ∃c ∈ Sa ∩ Sb ⇐⇒ ∃s1, s2 c = s1a = s2b ⇐⇒

⇐⇒ ∃s1, s2 cb−1 = s2 = s1ab
−1 ⇐⇒ S ∩ Sab−1 ̸= ∅.

4◦. Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû Z∗
m. Òîãäà

ìíîæåñòâà Sg ïî âñåì g ∈ G ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà S ∩ Sg = ∅ ïðè g ̸= 1.

Ýòî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.
5◦. ∀a ∈ Z∗

m Sa ⊂ Z∗
m, |S| = |Sa|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå x → xa ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó
S è Sa, òàê êàê ðàâåíñòâî sia = sja âëå÷¼ò ðàâåíñòâî si = sj .

6◦. Åñëè m
... p2, òî |S| 6 φ(m)

p
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó G èç 1◦. Â
íåé ïîðÿäîê êàæäîãî ýëåìåíòà (êðîìå åäèíèöû) ðàâåí p. Ïîñêîëüêó
m êðàòíî p, ÷èñëî m− 1 íå äåëèòñÿ íà p. Ïîýòîìó åñëè 1 ̸= a ∈ G, òî
am−1 ̸≡ 1(modm), çíà÷èò, a � àíòèñâèäåòåëü. Èç 2◦ òåïåðü ñëåäóåò,
÷òî S ∩ Sa = ∅. Áëàãîäàðÿ 4◦ ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâà Sg (g ∈ G)
ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Â ñèëó 5◦ èìååì∣∣∣∣∣∣

∪
g∈G

Sg

∣∣∣∣∣∣ = |S| · |G| = |S| · p.

Ïðè ýòîì
∪
g∈G

Sg ⊂ Z∗
m. Ñòàëî áûòü, φ(m) > |S| · p. 2

7◦. Ïóñòü m = p1p2, ãäå p1 ̸= p2 � ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà |S| 6 φ(m)
4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà â òîì, ÷òî

∃a1 ∈ Z∗
m a1 ≡ 1(mod p2), ordp1 a1 = p1 − 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïåðâîîáðàçíîì êîðíå ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî x1, ÷òî ordp1 x1 = p1 − 1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà t èìååì
(x1 + tp1)

p1−1 ≡ 1(mod p1). Íàéä¼ì t èç óñëîâèÿ x1 + tp1 − sp2 = 1.
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Áëàãîäàðÿ âçàèìíîé ïðîñòîòå ÷èñåë p1 è p2 òàêîå t ñóùåñòâóåò. Òåïåðü
ìîæíî ïîëîæèòü a1 = x1 + tp1.

Äëÿ ëþáîãî k ∈ N èìååì ak1 ≡ 1(mod p2), îòêóäà ak1 ̸≡ −1(mod p2)
è ak1 ̸≡ −1(modm). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî ordp1 a1 = p1−1, ïîëó÷àåì, ÷òî
a1 � àíòèñâèäåòåëü ïðîñòîòû ÷èñëà m. Òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò
è ÷èñëî a2, îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè

a2 ≡ 1(mod p1), ordp2 a2 = p2 − 1.

Äîêàæåì, ÷òî àíòèñâèäåòåëåì áóäåò è ÷èñëî a = a1a2. Äåéñòâèòåëüíî,

ak = (a1a2)
k ≡ 1(modm) ⇐⇒

 ak1a
k
2 − 1

... p1;

ak1a
k
2 − 1

... p2

⇐⇒

⇐⇒
{

ak1 ≡ 1(mod p1);
ak2 ≡ 1(mod p2)

⇐⇒

 k
... p1 − 1;

k
... p2 − 1.

Åñëè am−1 ≡ 1(modm), òî m− 1
... p1 − 1. Íî òîãäà

p2 − 1 = p1p2 − 1− p2(p1 − 1) = m− 1− p2(p1 − 1)
... p1 − 1.

Òî÷íî òàê æå p1 − 1
... p2 − 1. Îòñþäà p2 = p1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-

âèþ. Çíà÷èò, am−1 ̸≡ 1(modm). Ñëåäîâàòåëüíî, a � àíòèñâèäåòåëü.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî a1a

−1
2 ∈ A.

Ìíîæåñòâà S, Sa1, Sa2, Sa1a2 ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ â ñèëó 3◦ è
ðàâíîìîùíû â ñèëó 5◦. Îòñþäà

|S| 6 φ(m)

4
. (1)

8◦. Ïóñòü ÷èñëî m ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è äåëèòñÿ íà òðè ðàçíûõ
ïðîñòûõ ÷èñëà p1, p2 è p3.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â 7◦, íàéä¼ì ÷èñëà a1, a2
èç ìíîæåñòâà Z∗

m, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a1 ≡ 1(mod p2p3), ordp1 a1 = p1 − 1,

a2 ≡ 1(mod p1p3), ordp2 a2 = p2 − 1.

86



Ïðè ýòîì ÷èñëà a1, a2, a = a1a2, b = a1a
−1
2 ñðàâíèìû ñ 1 ïî ìîäóëþ p3.

Òàê æå, êàê è â 7◦, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà a1, a2, a, b ÿâëÿþòñÿ àíòè-
ñâèäåòåëÿìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâíîìîùíûå ìíîæåñòâà S, Sa1, Sa2
è Sa ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Âíîâü ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (1).

Èç ïðèìåðà 2 è ïóíêòîâ 1◦�8◦ âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 24.1. (Ì. Ðàáèí, 1980 ã.) Ñîñòàâíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî

m èìååò íå áîëåå φ(m)
4 ñâèäåòåëåé ïðîñòîòû.

Äàííàÿ òåîðåìà ëåæèò â îñíîâå âåðîÿòíîñòíîãî òåñòà Ìèëëåðà �
Ðàáèíà, ïðîâåðÿþùåãî ïðîñòîòó ÷èñëà m. Íà êàæäîì øàãå ýòîãî òå-
ñòà â îòíîøåíèè ñëó÷àéíîãî ÷èñëà, ìåíüøåãîm, ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà,
ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ñâèäåòåëåì ïðîñòîòû ÷èñëà m. Åñëè íåò, òî ÷èñëî m
ñîñòàâíîå. Êàê ïîêàçûâàåò òåîðåìà Ðàáèíà, äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà m
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå ÷èñëî âõîäèò â ìíîæåñòâî S, ìåíü-
øå 1

4 . Ïîýòîìó, åñëè ïîñëå n øàãîâ òåñòà íå îáíàðóæåíî, ÷òî äàííîå
÷èñëî ñîñòàâíîå, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû îøèá¼ìñÿ, íàçâàâ äàííîå
÷èñëî ïðîñòûì, ìåíüøå, ÷åì 1

4n .

25. Òåñò Ëþêà � Ëåìåðà

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íàèáîëüøèìè èçâåñòíûìè ïðîñòûìè ÷èñëà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà Ìåðñåííà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èõ ïðîñòîòû èìå-
åòñÿ ýôôåêòèâíûé êðèòåðèé Ëþêà � Ëåìåðà.

Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé ôðàíöóçîì Ý. Ëþêà â 1856 ã., áûë ïðèãî-
äåí äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà p = 4n + 3. Ðåçóëüòàò Ëþêà ñîñòîÿë â
ñëåäóþùåì.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r0 = 3, rn+1 = r2n − 2. ×èñëî Mp,
ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî è p ≡ 3(mod 4), ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî rp−2 äåëèòñÿ íà Mp.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû è îáñóæäåíèå òåõíè÷åñêèõ ïîäðîá-
íîñòåé ðåàëèçàöèè êðèòåðèÿ Ëþêà ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [15].

Â 1932 ã. àìåðèêàíåö Ä. Ëåìåð óñîâåðøåíñòâîâàë ìåòîä
Ëþêà, èçìåíèâ âñåãî ëèøü íà÷àëüíûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
âìåñòî 3 îí âçÿë 4. Îäíàêî òåïåðü êðèòåðèé çàðàáîòàë äëÿ âñåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë! Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïîçäíåå, â êà÷åñòâå r0
ïîäõîäèò òàêæå ÷èñëî 10. Ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå ÷èñëà
ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå r0 â òåñòå Ëþêà � Ëåìåðà, ñîäåðæèòñÿ â
îíëàéí-ýíöèêëîïåäèè öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (The
On-Line Encyclopedia of Integer Sequences, ñîêðàù¼ííî � OEIS),
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ðàñïîëîæåííîé íà ñàéòå http://oeis.org, ñì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
A018844.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðàáîòû äàííîãî êðèòåðèÿ.
Ïðè p = 3 èìååì Mp = 23 − 1 = 7; r0 = 4; rp−2 = r1 =

= 42 − 2 = 14
... 7. Ïîýòîìó 7 � ïðîñòîå ÷èñëî:).

Ïðè p = 11 èìååì Mp = 211 − 1 = 2047. Íàñ èíòåðåñóåò, äåëèòñÿ
ëè ÷èñëî rp−2 = r9 íà 2047. Âûïèøåì îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë rn íà
2047 äëÿ n = 0, 1, . . . , 9:

4, 14, 194, 788, 701, 119, 1877, 240, 282, 1736.

Êàê âèäíî, r9 íå äåëèòñÿ íà 2047. Ïîýòîìó 2047 � ñîñòàâíîå ÷èñëî.
Êðèòåðèé Ëþêà � Ëåìåðà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ÷èñëî Ìåðñåííà
ñîñòàâíîå, íå íàõîäÿ ïðè ýòîì åãî ïðîñòûå äåëèòåëè. Íî â äàííîì
ïðèìåðå ýòè äåëèòåëè ëåãêî îáíàðóæèâàþòñÿ: 2047 = 23 · 89.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì ýôôåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî êîððåêò-
íîñòè òåñòà Ëþêà � Ëåìåðà. Ýòî � àäàïòèðîâàííîå (ê ïðåäïîëàãàå-
ìîìó óðîâíþ çíàíèé ÷èòàòåëåé äàííûõ çàìåòîê) èçëîæåíèå ðàññóæ-
äåíèÿ [29] èç áëîãà âûäàþùåãîñÿ ìàòåìàòèêà ñîâðåìåííîñòè Òåðåíñà
Òàî (ðîä. â 1975 ã. â Àâñòðàëèè).

Òåîðåìà 25.1. Ïóñòü r0 = 4 è rn+1 = r2n − 2 ïðè n ∈ N. ×èñëî
Ìåðñåííà Mp, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî rp−2 äåëèòñÿ íà Mp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

r0 = x + 1
x è rn+1 = r2n − 2 ïðè n ∈ N, òî rn = x2n + y2

n

, ãäå y =
1

x
.

Äîêàçàòåëüñòâî � èíäóêöèåé ïî n. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü óæå

èçâåñòíî, ÷òî rk = x2k + y2
k

. Ïîñêîëüêó xy = 1, èìååì

rk+1 =
(
x2k + y2

k
)2

− 2 = x2k+1

+ y2
k+1

.

Â íàøåì ñëó÷àå x = 2 +
√
3, y = 2−

√
3.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü rp−2 êðàòíî Mp. Òîãäà äëÿ íåêî-
òîðîãî íàòóðàëüíîãî k

x2p−2

+ y2
p−2

= kMp; x2p−2

= kMp − y2
p−2

.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà x2p−2

:

x2p−1

= kMpx
2p−2

− 1. (1)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëîMp ñîñòàâíîå, à q � åãî íàèìåíüøèé ïðî-
ñòîé äåëèòåëü. ßñíî, ÷òî q > 2 è q2 6 Mp.

Ðàññìîòðèì êîëüöî

X = {a+ b
√
3 | a, b ∈ Zq}.

Çäåñü Zq � ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ q, à îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ââîäÿòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. ßñíî, ÷òî
|X| = q2.

Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî â çàïèñè a+ b
√
3 öåëûå ÷èñëà a è b çàìå-

íÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Â ñèëó äàííîãî
ñîãëàøåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü: x ∈ X.

Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ýòîãî êîëüöà
⟨X∗, ·⟩, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ îáðàò-
íûé ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ. Èç-çà íåîáðàòèìîñòè íóëÿ
|X∗| < |X|, ò. å. |X∗| 6 q2 − 1.

Ïîñêîëüêó Mp äåëèòñÿ íà q, èç (1) ñëåäóåò, ÷òî â êîëüöå X ñïðà-

âåäëèâî x2p−1

= −1, îòêóäà x2p = 1. Çíà÷èò, ïîðÿäîê ýëåìåíòà x â X∗

ðàâåí 2p. Íî
|X∗| 6 q2 − 1 6 Mp − 1 = 2p − 2.

Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå: ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû îêàçàëñÿ áîëüøå
ïîðÿäêà ãðóïïû (à ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïåðâîå ÷èñëî äîëæíî áûòü
äåëèòåëåì âòîðîãî).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Mp � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðè íå÷¼òíîì p > 3
èìåþò ìåñòî ñðàâíåíèÿ

Mp ≡ −1(mod 4); Mp ≡ 1(mod 3).

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå q = Mp.
Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ çíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà(

2
q

)
è
(

3
q

)
. Âû÷èñëèì ïåðâûé èç íèõ:(
2

q

)
= (−1)

q2−1
8 = (−1)

(2p−1)2−1
8 = (−1)2

2p−3−2p−2

= 1.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî ïðèìåíèì êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíî-
ñòè: (

3

q

)(
q

3

)
= (−1)

q−1
2 · 3−1

2 = (−1)
2p−2

2 = (−1)2
p−1−1 = −1. (2)
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Ñ ïîìîùüþ ëåììû Ýéëåðà íàéä¼ì
(
q
3

)
:(q

3

)
≡ q

3−1
2 ≡ q ≡ 1(mod 3).

Çíà÷èò,
(
q
3

)
= 1, è ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (2) ïîëó÷àåì

(
3
q

)
= −1.

Âíîâü ïðèìåíèì ëåììó Ýéëåðà:

2
q−1
2 ≡ 1(mod q); 3

q−1
2 ≡ −1(mod q). (3)

Äàëåå áóäåì âåñòè âû÷èñëåíèÿ â êîëüöå X.
Ïðèìåíèâ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî

áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò Ck
q , ãäå 0 < k < q, êðàòåí ïðîñòîìó ÷èñ-

ëó q, ïîëó÷èì
∀a, b ∈ X (a+ b)q = aq + bq.

Çàìåòèì, ÷òî x = 2 +
√
3 = (6+2

√
3)2

24 . Ïðè ýòîì

(6 + 2
√
3)q = 6q + 2q(

√
3)q = 6q + 2q · 3

q−1
2 ·

√
3 = 6− 2

√
3.

Ìû ïðèìåíèëè ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà, ñîãëàñíî êîòîðîé 6q ≡ 6(mod q)
è 2q ≡ 2(mod q), à òàêæå âòîðîå ñîîòíîøåíèå èç (3).

Äàëüíåéøèå âûêëàäêè òàêîâû (ïîâòîðèì, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ âå-
äóòñÿ â êîëüöå X):

x
q+1
2 =

(
(6 + 2

√
3)2

24

) q+1
2

=
(6 + 2

√
3)q+1

24
q+1
2

=
(6 + 2

√
3)q(6 + 2

√
3)

24 · 24 q−1
2

=

=
(6− 2

√
3)(6 + 2

√
3)

24 · 3 q−1
2 ·

(
2

q−1
2

)3 =
36− 12

24 · (−1) · 1
= −1.

Íàêîíåö,

rp−2 = x2p−2

+ y2
p−2

= x
q+1
4 + y

q+1
4 = y

q+1
4

(
x

q+1
2 + 1

)
= 0.

Äîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî rp−2 äåëèòñÿ íà q = Mp = 2p − 1.2
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